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ABSTRACT. Le presenti note saranno il piu fedeli possibile a quanto
detto a lezione. I testi consigliati sono Jénich [1], Kosniowski [2] e Singer-
Thorpe [3]. Un ottimo libro di esempi (e controesempi) di topologia &

Steen-Seebach [4].
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1. DEFINIZIONI DI BASE

La nozione di spazio topologico ¢ una naturale estensione di R, R", C,
C"™ e del concetto di spazio metrico. E utile per dare in tutta generalita la
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definizione di funzione continua, di successione convergente, di limite, e per
focalizzarsi sulle proprieta di base che rendono veri certi teoremi.

1.1. Definizione di spazio topologico.

Definizione 1.1. Uno spazio topologico ¢ una coppia (X, O), dove X & un
insieme e O & una famiglia di sottoinsiemi di X (detti insiemi aperti, o
semplicemente aperti) che verificano i seguenti assiomi:

A1 Un’unione qualsiasi di aperti & un aperto;

A2 L’intersezione di due (e quindi di un numero finito) aperti & un
aperto;

A3 () e X sono aperti.

La famiglia O degli aperti ¢ detta la topologia di X. Quando non ci sara
bisogno di indicare esplicitamente la topologia indicheremo semplicemente
con X lo spazio topologico.

Esempio 1.1. Sia X un insieme qualsiasi. La topologia banale (o concreta
o indiscreta) su X ¢ la topologia B = {(), X }.

I tre assiomi degli aperti sono banalmente verificati. Questa e la topologia
su X con meno aperti.

Esempio 1.2. Sia X un insieme qualsiasi. La topologia discreta su X e la
topologia D = P(X) (insieme delle parti di X; tutti i sottoinsiemi di X sono
aperti).

I tre assiomi degli aperti sono banalmente verificati. Questa & la topologia
su X con piu aperti.

Tranne che nei casi banali in cui X ¢ I'insieme vuoto o un insieme con un
solo punto (sui quali esiste una sola topologia), queste due topologie sono
diverse.

Esempio 1.3. In R chiamiamo intervallo aperto un qualsiasi insieme della
forma

(a,b) ={zeR|a<zx<b}, acRU{-0}, be RU{+00}, a<b.

Diamo una topologia &€ (topologia standard o euclidea) definendo gli aperti
di R nel seguente modo: A C R & aperto se e soltanto se Vz € A 3(a,b)
intervallo aperto tale che x € (a,b) C A.

Verifichiamo che cosi facendo si definisce una topologia:

Al Siano A; aperti di R. Allora Vo € U;A; si ha che x € A; per un
qualche i. Pertanto esiste un intervallo aperto (a,b) tale che z €
(a,b) C A; C U;A;. Quindi U;A; e aperto.

A2 Siano A; e Ay aperti di R. Allora Vo € A; N Ay, z € Ay aperto,
quindi esiste (aj,b;) intervallo aperto tale che = € (aj,b1) C Aj.
Analogamente si ha € (ag,b2) C As. Definendo a = max{a;, az}
e b = min{by, b2} si ha che (a,b) = (a1,b1) N (az,b2). Pertnato
x € (a,b) C Ay N Az e A; N Ay & aperto.

A3 () & aperto, dato che la condizione & vera a vuoto; R = (—o0, +00) &
un intervallo aperto, quindi & aperto.
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Esempio 1.4. In R” chiamo palla aperta (di raggio r e centro x) un insieme
del tipo

B.(z) = {yeR"| ||[z—y|<r}, z€R" reR".

Diamo una topologia &£ (topologia standard o euclidea) definendo gli aperti
di R™ nel seguente modo: A C R™ & aperto se e soltanto se Vx € A 3B, (y)
palla aperta tale che = € B,(y) C A.

La verifica che si tratti di una topologia (del tutto analoga alla precedente)
¢ lasciata al lettore.

Osserviamo che, siccome C" = R?" come insiemi, la topologia appena
definita & anche una topologia per C”, detta sempre topologia euclidea.

1.2. Spazi metrici. I due esempi precedenti, della topologia euclidea di R
e di R” sono in realtd un caso particolare della definizione di topologia per
unoo spazio metrico.

Definizione 1.2. Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d), dove X & un
insieme e d : X x X — R ¢ una funzione reale (detta metrica o distanza)
tale che

M1 d(z,y) >0, Vz,y € X e d(x,y) = 0 se e solo se x = y;
M2 d(z,y) = d(y,z), Vz,y € X;
M3 d(z,y) +d(y,z) > d(x, 2), Vz,y,z € X (disuguaglianza triangolare).

La definizione di topologia su uno spazio metrico ricalca perfettamente la
definizione della topologia euclidea per R e R™.

Definizione 1.3. Sia (X, d) uno spazio metrico. Si puo definire una topolo-
gia Oy su X, detta topologia indotta dalla metrica nel seguente modo.
Chiamo palla aperta (di raggio e centro z) un insieme del tipo

B.(x) = {yeR" | d(z,y) <r}, z€R" recR".

Un sottoinsieme A C X si dice aperto se e soltanto se Vo € A 3B, (y)
palla aperta tale che = € B,(y) C A.

Nuovamente la dimostrazione che questa ¢ una topologia ¢ lasciata al
lettore.

Osserviamo che due metriche differenti (d e d') possono indurre la stessa
topologia su X. Questo avviene se e solo se ogni palla aperta nella metrica
d & aperta nella topologia indotta da d’ (ovvero contiene una palla aperta
nella metrica d’ e viceversa.

Ovvero Oy = Oy se e solo se

(1) Vr >0, 3s >0 B,(r) C Bi(z); B.(z) C Bs(z),
dove le B sono le palle nella metrica d e le B’ le palle nella metrica d’.

La topologia euclidea di R e R” e quella indotta dalla metrica euclidea
do:

"7xn)7 y:(y177yn)
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La metrica dj:

n

dl(fL‘,y) = Z|xl_y2|7 ':U:(xlv"'7$n)7 y:(yla"'7yn)7

=1

la metrica dyo:
doo(z,y) = nax lzi —wil, == (x1,..,2n), ¥y= W1, Un),

=1,..,n

e pil in generale la metrica d,, 1 < p < +ooc:

-5 Yn)

inducono sempre la topologia euclidea.

Se 0 < p < 1, allora d, non ¢ una metrica perche non rispetta la disug-
uaglianza triangolare.

La dimostrazione di queste affermazioni e lasciata per esercizio al lettore.

Bisogna sempre prestare molta attenzione alla relazione tra metrica e
topologia. Osserviamo che se (X, d) € uno spazio metrico qualsiasi, allora

d(z,y)

d'(z,y) = m

¢ una metrica limitata su X che induce la stessa topologia (perché? esercizio
per il lettore). Pertanto la limitatezza della metrica non induce nessuna
proprieta sulla topologia.

Definizione 1.4. Uno spazio topologico (X, O) si dice metrizzabile se esiste
una metrica d su X tale che O = Oy.

Il problema di trovare condizioni necessarie e/o sufficienti affinché uno
spazio topologico sia metrizzabile & ovviamente di grande interesse.

Esempio 1.5. Sia (X, D) uno spazio dotato della topologia discreta. Allora

X ¢ metrizzabile. Definendo infatti d(z,y) = 1 se x # y e d(x,z) = 0 si

ottiene che {x} = Bi(x) ¢ un insieme aperto. Tutti i singoletti sono aperti,
2

quindi (per l'assioma Al) tutti i sottoinsiemi di X sono aperti. Pertanto
Oq4=D.

Esempio 1.6. Sia (X, B) uno spazio con almeno due punti dotato della
topologia banale. Allora X non & metrizzabile. Siano infatti x # y € X due
punti distinti e supponiamo che d sia una metrica su X. Allora d(z,y) =
d > 0 e Bs(z) contiene x ma non y. Pertanto la topologia indotta da d ha
almeno un aperto non vuoto diverso da tutto lo spazio. Quindi O, # B.

Osserviamo che se X ha un solo punto (X,B) = (X,D) e pertanto &
metrizzabile. Ovviamente non serve a molto mettere una metrica su uno
spazio con un solo punto...
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1.3. Definizioni alternative di spazio topologico. Definiamo ora alcuni
concetti base per gli spazi topologici.

Definizione 1.5. Sia (X, Q) uno spazio topologico.

(1) C C X si dice chiuso se e solo se X \ C & aperto;
(2) U C XX si dice intorno di x € X se e solo se esiste un aperto V'
tale che z € V C U,
(3) Sia B C X. x € X si dice
(a) interno a B se B & un intorno di z;
(b) esterno a B se X \ B € un intorno di x;
(¢) di frontiera per B altrimenti;

o]
(4) Vinsieme dei punti interni di B si indica con B e si dice I'interno di
B;
(5) Vinsieme dei punti di frontiera per B si indica con bB (o dB o 0B)
e si dice la frontiera di B;

(6) I'insieme dei punti non esterni a B si indica con B =B UbB e si dice
la chiusura di B.

Esercizio 1.1. Dimostrare che, per ogni B C X

[¢]
1) B ¢ aperto se e solo se B =B;
[e]
2) B ¢ aperto;

(
( [¢]

(3) B ¢ l'unione di tutti gli aperti contenuti in B;
(4) B & chiuso se e solo se B = B;

(5) B & chiuso;

(6) B & l'intersezione di tutti i chiusi contenenti B;
(7) bB & chiuso.

Gli insiemi chiusi, gli intorni e le operazioni di chiusura e di fare 'interno
possono essere utilizzati per definire gli aperti. Infatti: A & aperto se e
soltanto se X \ A ¢ chiuso, se e soltanto se A ¢ intorno di ciascuno dei suoi
punti, se e soltanto se X \ B coincide con la sua chiusura, se e soltanto se
B coincide col suo interno.

Possiamo pertanto dare alcune definizioni alternative di topologia.

Definizione 1.6 (Assiomi per chiusi). Uno spazio topologico ¢ una coppia
(X,C), dove X & un insieme e C ¢ una famiglia di sottoinsiemi di X (i chiusi)
che verificano i seguenti assiomi:

C1 Un’intersezione qualsiasi di chiusi € un chiuso;

C2 L’unione di due (e quindi di un numero finito) apertichiusi ¢ un
chiuso;

C3 0 e X sono chiusi.

Si dimostra che questa definizione & equivalente a quella data per gli
insiemi aperti sfruttando la seguente utilissima dualita, conseguenza delle
leggi di Morgan: ad ogni aperto si fa corrispondere il chiuso complementare;
ogni unione si trasforma in intersezione; ogni intersezione si trasforma in
unione.
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Definizione 1.7 (Assiomi per intorni). Uno spazio topologico € una coppia
(X,4), dove X & un insieme e 4 = {8, },cx € una famiglia di insiemi 4, di
sottoinsiemi di X (gli intorni di x) che verificano i seguenti assiomi:

I1 L’intersezione di due intorni di x € un intorno di z;

12 Un insieme che contiene un intorno di z ¢ un intonro di x;

I3 Ogni intorno di « contiene un intorno che & intorno di tutti i suoi

punti;
I4 Ogni intorno di x contiene z; X ¢ intorno di tutti i suoi punti.

Definizione 1.8 (Assiomi per chiusura). Uno spazio topologico ¢ una cop-
pia (X,), dove X ¢ un insieme e : X — X & un’applicazione (la chiusura)
che verifica i seguenti assiomi:

Chl A C A;

Ch2 A = A;

Ch3 AUB =AU B;

Ch4 0 = 0.

Definizione 1.9 (Assiomi per interno). Uno spazio topologico ¢ una coppia
(X,°), dove X ¢ un insieme e °: X — X ¢ un’applicazione (I’interno) che
verifica i seguenti assiomi:

Inl A 3:21;

In2 ;1:;1;
In3 (AU B):;1 U é;
Ind X= X.

Dimostrare, per esercizio, I’equivalenza di queste definizioni.

E interessante osservare che anche tra le operazioni di chiusura e di interno
esiste una sorta di dualita.

In seguito useremo (quasi) sempre la definizione di spazio topologico per
aperti, ma lavorare su queste definizioni alternative costituisce un utile es-
ercizio per familiarizzare con i termini.

1.4. Funzioni continue.

Definizione 1.10. Una funzione f : X — Y tra spazi topologici & detta
continua se e soltanto se VU aperto di Y la controimmagine f~!(u) & un
aperto di X.

E bene osservare che questa definizione generalizza quella standard di
funzione f : R — R continua (“Vzg € R, Ve > 0 36 > 0 t.c. |z — x| < 6
implica |f(z) — f(z0)| < €” e le altre definizioni nel caso zp sia +00), nel
caso in cui R sia dotato della topologia euclidea. Perche? Esercizio per il
lettore.

Esempio 1.7. La funzione identica idx : (X,0) — (X,O) ¢ una funzione
continua. Infatti la controimmagine di un aperto U e 'aperto U stesso.

Esempio 1.8. La funzione costante yy : X — Y che ad ogni punto di X
associa yg € continua. Infatti la controimmagine di un aperto qualsiasi U di
YeX (seyeU)ol(seyo g U).
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Esercizio 1.2. Dimostrare che idx : (X,0) — (X, ') & continua se e solo
se O C O.

La relazione di inclusione tra topologie € molto importante, e merita di
avere un nome.

Definizione 1.11. Siano O e O’ due topologie su X. O si dice meno fine
di O (o equivalentemente O si dice piu fine di O') se O' C O (ovvero tutti
gli aperti di @’ sono aperti anche di O).

Per ricordarsi la definizione puo essere utile pensare a “piu fine” come
“con piu aperti” e a “meno fine” come “con meno aperti”.

Ovviamente, se O & una qualsiasi topologia su X, si ha B ¢ O C D,
ovvero la topologia banale ¢ la topologia meno fine di tutte e la topologia
discreta e la topologia piu fine di tutte.

Esercizio 1.3. Dimostrare che se (X, Q) ¢ tale che ogni funzione f : X —
Y & continua (per ogni spazio topologico Y'), allora O = D, la topologia
discreta.

Esercizio 1.4. Dimostrare che se (Y, Q) ¢ tale che ogni funzione f : X — Y
¢ continua (per ogni spazio topologico X ), allora O = B, la topologia banale.

Esercizio 1.5. Dimostrare che f : (R,€) — (X, D) ¢ continua se e soltanto
se ¢ costante.

Teorema 1.1. Una funzione f : X — Y ¢ continua se e solo se VC C Y
chiuso f~1(Y) ¢ chiuso.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal fatto che C' e chiuso se e solo se
U=Y\C ¢aperto e che f7}(Y \ A) = X \ f~!(A), per ogni sottoinsieme
ACY. O

Teorema 1.2. Se f: X — Y eg:Y — Z sono funzioni continue, allora
go f: X — Z é continua.

Dimostrazione. Se U C Z & aperto, allora g~ 1(U) C Y & aperto e quindi
Y9 Y(U)) € X @& aperto. Osservando che f~1(g71(U)) = (go f)~1(U) si
conclude che g o f & continua. (]

Definizione 1.12. Due spazi topologici (X, Ox) e (Y, Oy) si dicono omeo-
morfi se esiste una funzione f : X — Y biiettiva e bicontinua (ovvero
continua, con inversa continua). Scriveremo X = Y e diremo che f & un
omeomorfismo tra X e Y.

Un omeomorfismo € quindi una biiezione tra i punti di X e Y e tra gli
aperti di Ox e Oy.

Le proprieta invarianti per omeomorfismi (ovvero dipendenti solo dalle
nozioni di punto e di aperto) saranno dette proprieta topologiche.

La nozione di omeomorfismo ¢ una relazione d’equivalenza. La topologia
si occupa dello studio degli spazi topologici a meno di omeomorfismo.

Esempio 1.9. Sia X = [0,1) con la topologia indotta dalla metrica che
eredita da Re Y = St = {e2™ € C | t € [0,1)} con la topologia indotta
dalla metrica che eredita da C. Allora

f:X =Y, f(t)=e*
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¢ una funzione biiettiva e continua. Osserviamo tuttavia che f~! non e
continua. Infatti [0,a) C [0,1) & aperto (qualunque sia 0 < a < 1), ma la
sua controimmagine f([0,a)) non & aperta poiché f(0) = 1 non & un punto
interno all’arco f([0,a)).

Esempio 1.10. Sia X uno spazio con due topologie differenti O e O’ idyx :
(X,0) — (X,0') & biiettiva. Se O D O allora ¢ anche continua, ma non
ha inversa continua.

Vedremo in seguito un modo molto piu semplice per dimostrare che quello
dell’esempio sopra non € un omeomorfismo.

Pertanto affinché una funzione f sia un omeomorfismo non ¢ sufficiente
che sia biiettiva e continua.

1.5. Sottospazi, unioni disgiunte e prodotti di spazi topologici. Ora
siamo pronti a dare tre metodi per costruire nuovi spazi topologici a partire
da altri. Un quarto metodo (spazio quoziente) verra introdotto in seguito.

Definizione 1.13. Se (X, Q) & uno spazio topologico e Y C X un sottoin-
sieme, la topologia

Oly = {UnY |Ue€ 0O}
si dice topologia di sottospazio o topologia indotta. Lo spazio topologico
(Y, Oly) si dice sottospazio (topologico) di (X, ).

Osserviamo che se Y C X ¢ aperto, allora gli aperti di Y sono aperti di
X. Piu in generale, gli aperti di Y sono le restrizioni degli aperti di X ad
Y.

Esercizio 1.6. Dimostrare che se f : (X,0) — (Z, ') & continua, allora per
ogni sottospazio (Y, Oly) la restrizione fly : (Y,Oly) — (Z,0’) & continua.

Definizione 1.14. Siano A e¢ B due insiemi. La loro somma o unione
disgiunta € I'insieme

X+Y = X x{0}UY x {1}.
Considereremo sempre X C X +Y eY C X +Y.

L’unione disgiunta & semplicemente la giustapposizione dei due insiemi. Si
distingue dall’unione in tutti i casi in cui gli insiemi non siano a intersezione
vuota.

Definizione 1.15. Siano (X, Ox) e (Y, Oy) due spazi topologici. Su X +Y
si definisce la topologia Ox 4y data da

Oxiy = Ox + Oy :{U+V |U€OX, VEOy}.
(X 4Y,Ox4y) si chiama unione disgiunta topologica di (X,Ox) e (Y, Oy).
Esercizio 1.7. Dimostrare che Ox vy ¢ effettivamente una topologia.

Proposizione 1.3. f: X +Y — Z ¢ continua se e solo se f|x e fly sono
entrambe continue.
Inoltre questa proprieta caratterizza la topologia Ox 1y .
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Dimostrazione. Sia W C Z un aperto. Allora f~Y(W) = (f|x)"*(W) +
(fly)~EH(W) & aperto se e solo se (f|x) (W) e (fly) 1(W) sono entrambi
aperti.

Vediamo ora che tale proprieta caratterizza la topologia dell’unione dis-
giunta. Sia O una qualsiasi topologia su X + Y tale che valga la proprieta
in questione.

Consideriamo la funzione idxiy : (X +Y,0) — (X +Y,0). Questa ¢
continua. Pertanto idxiy|x e idx+y|y sono continue.

Siano ora O; e Oy due topologie per cui vale la proprieta.

Consideriamo la funzione idxy : (X +Y,01) — (X +Y,03). Le funzioni
idx+y|x € idx+y |y sono continue per quanto appena visto. Pertanto idx .y
& continua, e quindi Oy C O;.

Invertendo i ruoli delle due topologie si prova I’inclusione inversa, e quindi
01 = Oy. Pertanto l'unica topologia con tale proprieta e la topologia
dell’'unione disgiunta. (]

Definizione 1.16. Siano (X,0Ox) e (Y,0Oy) due spazi topologici. Sul
prodotto cartesiano X x Y si definisce la topologia prodotto Ox xy in questo
modo. Un sottoinsieme A C X X Y & aperto se e soltanto se Vp € X x Y
3U aperto in X, 3V apertoin Y taliche pe U x V C A.

Esercizio 1.8. Dimostrare che quella appena definita € una topologia.

I sottoinsiemi aperti della forma U x V', con U aperto in X e V aperto in
Y, si dicono rettangoli aperti. Dato che 'unione di rettangoli aperti non e
necessariamente un rettangolo aperto questi non sono i soli insiemi aperti.

Proposizione 1.4. Sia O una topologia su X X Y. Sono equivalenti:

(1) f=(f1,f2): Z— (X xY,0) é continua se e solo se f1:Z — X e
fo:Z =Y sono entrambe continue;

(2) O éla topologia meno fine per cui le proiezioni mx : (X xY,0) — X
enmy : (X xY,0) =Y sono continue;

(3) O =0xxy

Osservazione 1.5. Pertanto le proprieta (1) o (2) possono essere prese
come definizioni alternative di topologia prodotto.

Dimostrazione. (3) = (1): osserviamo innanzitutto che poiché I'unione di
aperti & aperta, e poiché gli aperti di X x Y sono unione di rettangoli aperti,
dire che una funzione a valori in X X Y & continua ¢ equivalente a dire che
le controimmagini dei rettangoli aperti sono aperte.

Supponiamo che f sia continua. Dato che f; '(U) = f~(U x Y), allora
f1 & continua. Analogamente per f.

Viceversa se fi e fo sono continue, basta osservare che f~1(U x V) =
AU XxY)NfFUX x V) = f75U) N £, 4(V) per concludere che f &

continua.

(1) = (2): idXXY = (7[')(,7Ty) : (X X Y,OXXy) — (X X Y,Oxxy) e
continua. Quindi sono continue le proiezioni Ty e my.
Inoltre, sia @' la topologia meno fine che rende continue le proiezioni.
Allora
idy 1 (X xY,0') — (X xY,0)
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¢ continua. Ma cid implica che @ C @’. Poiché abbiamo dimostrato che O
rende continue le proiezioni O = O’

(2) = (3): basta osservare che gli insiemi 73'(U) (U C X aperto) e
7y (V) (V C Y aperto) sono aperti di O. Inoltre U x V = 73" (U)Nry (V)
e aperto per O. Quindi O D Oxxy. Ma per quanto gia dimostrato, le
proiezioni sono continue per la topologia Oxxy. Pertanto O = Oxxy. U

Esercizio 1.9. Dimostrare che la topologia euclidea di R? (e quindi di R"?)
¢ la topologia prodotto che si ottiene da (R, E).

1.6. Basi e sottobasi. Nel dare alcune topologie, quella euclidea di R,
quella euclidea di R™ e quella della topologia prodotto abbiamo usato uno
stesso metodo. Prima abbiamo definito una classe %8 di particolari insiemi
aperti e poi abbiamo detto: un insieme A & aperto se e solo se per ogni punto
a € A esiste B € B tale che a € B C A. Ovvero gli insiemi aperti sono le
unioni! degli insiemi di 8. Questo permette rapidamente di dimostrare che
valgono gli assiomi di topologia, posto che

(2) U B = x;
Be®B
e che

(3) VBi,By €8 BlﬂBQE%U{@}.

Esercizio 1.10. Dimostrare dalle condizioni (2) e (3) gli assiomi di topolo-
gia.

Definizione 1.17. Sia X uno spazio topologico. Un insieme B di insiemi
aperti si dice base per la topologia se ogni aperto € unione di elementi di 8.

Proposizione 1.6. Sia X un insieme, e B una famiglia di sottoinsiemi di
X che verifica (2) e (3). Allora B ¢é una base per una topologia su X.

Dimostrazione. Segue da quanto osservato prima della definizione di base.
Per quale topologia? Lasciamo la risposta al lettore. O

Abbiamo trovato cosi un metodo per fornire una topologia facendo solo
poche verifiche. Ma possiamo fare di meglio.

Definizione 1.18. Sia (X, O) uno spazio topologico. Una famiglia & C O
di insiemi aperti si dice sottobase per la topologia se ogni aperto € unione di
intersezioni finite? di insiemi in &.

Ovvero & & una sottobase se e solo se le intersezioni finite dei suoi elementi
sono una base per la topologia.

LConsideriamo anche la possibilita di fare un’unione vuota, ponendo

Us=0.

Be0

2Analog::unente a prima considereremo anche le intersezioni di una famiglia vuota di

insiemi:
s = X.
Sen
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Proposizione 1.7. Data una qualsiasi famiglia S di insiems di X questa
¢ una sottobase per una topologia di X, indicata con O(S).

Dimostrazione. Definiamo O(G) come tutte le unioni di intersezioni finite
di elementi di &. Verifichiamo gli assiomi di topologia.

(A1) Siano O, aperti in O(G). Allora sono tutti unione di intersezioni
finite di elementi di &. Pertanto la loro unione € anch’essa unione di inter-
sezioni finite di elementi di &, ovvero un aperto.

(A2) Siano 01,02 € O(6). Allora

n(a;)

o= U | N S|, i=12

a;€A; \ J=1

Usando le leggi di De Morgan segue che

n(a1) (c2)
O1N0y = U m Sj,a1 N ﬂ Sk,az ,
a1 €A1, a0€As 7j=1 k=1

ovvero anche O1 N Oy ¢ unione di intersezioni finite di elementi di &, ovvero
un aperto.
(A3) L’insieme vuoto e X sono aperti, dato che

b=Js x=[s.
Seh Se
O

Osservazione 1.8. La topologia O(&) appena definita é la topologia meno
fine per cui gli elementi di & sono aperti.

2. COMPATTEZZA

Definizione 2.1. Sia X uno spazio topologico e S C X un sottoinsieme.
Un ricoprimento di S & una famiglia di sottoinsiemi {U;};c; di X tali che

U U j 2 S.
Jj€J
Un ricoprimento viene detto
e aperto se tutti gli insiemi U; sono aperti di X;
o finito se |J| < +o0.

Non e richiesto nella definizione di ricoprimento di S che I'unione di tutti
gli insiemi sia esattamente S. L’unione puo essere un soprainsieme proprio.
Questo per far si che possano esistere ricoprimenti aperti anche di insiemi
che aperti non sono.

Esempio 2.1. La famiglia U, = (1/n,1), n € N, & un ricoprimento aperto
di (0,1) C R (con la topologia euclidea), cosi come la famiglia V;, = (1/n,2).

Esempio 2.2. La famiglia {(0,2),(1,3),(2,4)} & un ricoprimento aperto
finito di [1, 3] C R con la topologia euclidea.

Esempio 2.3. La famiglia U, = (—n,n), n € N, & un ricoprimento aperto
di (R,E).
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Esempio 2.4. La famiglia {(—00,0),[0,4+00)} & un ricoprimento finito di
(R, €).

Esempio 2.5. Sia Y un sottoinsieme non vuoto dello spazio topologico
(X,B). Allora {X} e {X,0} sono gli unici ricoprimenti aperti di Y.

Definizione 2.2. Siano {U;}jcs e {Vi}rerx due ricoprimenti di § C X.
Diciamo che {U;};jes € un sottoricoprimento di {Vi}rer se Vj € J 3k € K
tale che U; = V.

Esempio 2.6. La famiglia Vi, ,,y = (—n,m), (n,m) € N2, ¢ un ricoprimento
aperto di (R,&), e U, = (—n,n), n € N, & un suo sottoricoprimento.

Definizione 2.3. Sia X uno spazio topologico. S C X si dice compatto se
ogni ricoprimento aperto di S ammette un sottoricoprimento finito.

Teorema 2.1. S C (X, O) é compatto se e solo se S C (S5,0|g) é compatto.

Dimostrazione. La dimostrazione, basata sul fatto che gli aperti di O|g sono
della forma U NS, con U € O, ¢ lasciata per esercizio al lettore. O

Definizione 2.4. Una famiglia qualsiasi F = {Sx}xea di insiemi ha la
proprieta dell’intersezione finita (o p.i.f.) se

S=0 = I, h : [)S, =0
AEA =1

Proposizione 2.2. Uno spazio topologico X € compatto se e solo se ogni
famiglia di chiusi di X ha la proprieta dell’intersezione finita.

Dimostrazione. (=) Supponiamo che X sia compatto e sia C = {Cy}area
una famiglia di chiusi di X. Se
ﬂ C)\ = ®7

AEA

(se col non &, I'implicazione ¢ vera poiche I'ipotesi ¢ falsa) allora, definendo
Ay = X\ Cy, gli Ay sono aperti tali che

UAA:X,

AEA
ma poiche X & compatto, esistono un numero finito di indici A, ..., A, tali
che

n

U Ay, =X,

i=1
e di conseguenza

n
Cxn =0,
i=1

ovvero C ha la p.i.f.
(<) La dimostrazione del viceversa e del tutto analoga. I dettagli vengono
lasciati al lettore. U
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Corollario 2.3. Sia X uno spazio compatto e C = {Cy}nen una famiglia
numerabile di chiusi non vuoti di X tali che Cn11 C Cy per ogni n € N.

Allora
() Cu # 0.

neN

Dimostrazione. Ogni sottofamiglia finita di tali chiusi ha evdentemente in-
tersezione non vuota. Siccome X & compatto, C ha la p.i.f. e cio implica la
tesi. O

Teorema 2.4. Sia X uno spazio compatto, e C' C X un suo chiuso. Allora
C ¢ compatto.

Dimostrazione. Sia C una famiglia di chiusi di C'. Siccome C' e chiuso, C &
una famiglia di chiusi di X, e pertanto ha la p.i.f. O

Vedremo in seguito che con una piccola ipotesi su X tutti i compatti
sono necessariamente chiusi. Questo non € vero in generale, come mostra il
seguente banale esempio.

Esempio 2.7. Sia X un qualsiasi insieme con la topologia banale. Siccome
gli aperti di X sono in numero finito, allora X e tutti i suoi sottoinsiemi
sono compatti.

Esempio 2.8. R con la topologia euclidea non & compatto in quanto il rico-
primento aperto U,, = (—n, n), n € N, non ammette alcun sottoricoprimento
finito. Infatti U,, C U,, se m > n, e se per assurdo esistesse un sottoricopri-
mento finito {Vj}x—1,..; di {U,} allora esisterebbe un Vz- = Uy che contiene
tutti gli altri e quindi {Ux ¢ esso stesso un sottoricoprimento. Ma siccome
U, € R per ogni n € N, R non puo essere ricoperta dal solo Ug. Assurdo.

Esempio 2.9. Sia X un insieme con |X| < +oo allora |P(X)| < +o00 e
quindi, qualunque sia la topologia O su X, |O| < |P(X)| < +o00, e X ¢
compatto.

Esercizio 2.1. Dimostrare per ognuno degli esempi precedenti la compat-
tezza o non compattezza dell’esempio usando la p.i.f.

Proposizione 2.5. Sia X un insieme qualsiasi. (X,D) é compatlto se e
solo se | X| < +oo.

Dimostrazione. (<) per quanto osservato nell’essempio 2.9.

(=) {z}zex € un ricoprimento aperto di X, che ovviamente non ammette
sottoricoprimenti non banali. Siccome X ¢ compatto, lui stesso ¢ finito,
ovvero |X| < 4o0. O

Teorema 2.6. L’intervallo chiuso [0,1] C R (con la topologia euclidea) é
compatto.

Dimostrazione. Sia {U,;};cs un ricoprimento aperto di [0, 1]. Supponiamo
per assurdo che non esista un sottoricoprimento finito di {U;}. Allora almeno
uno dei due intervalli [0,1/2] e [1/2,1] non potra essere ricoperto con un
numero di finito di U;. Chiamiamo tale intervallo [a1, b;] (notiamo che by —
a; — 1 / 2).
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Induttivamente, se abbiamo trovato che l'intervallo [a,, b,] (per cui b, —
a, = 1/2™) non puo essere ricoperto con un numero finito di Uj, lo stesso
avviene per almeno uno dei due intervalli

an + by, an + by, b
an, 9 ) 9 yOn | -

Chiamiamo tale intervallo a1, bn+1 € osserviamo che by, y1—a,.1 = 1/271
Abbiamo quindi trovato una successione di intervalli chiusi {I,, = [an, bn]}nen
tale che

(1) nessun I,, puo essere risoperto da un numero finito di Uy;
(2) In41 C I, per ogni n € N, ovvero 0 < ay, < apy1 < bpt1 < by < 1
(3) by —a, =1/2™.

La condizione (2) fa si che l'insieme {a,} e l'insieme {b,} ammettano
rispettivamente un limite superiore a (poiché a,, & crescente e limitata dall’alto
da 1) e un limite inferiore b (poiché b,, ¢ decrescente e limitata dal basso da
0).

La condizione (3) fa si che a = b € [0, 1].

Poiché {U;}ecs € un ricoprimento di [0, 1] esiste un U; della famiglia tale
che a € U;. Poiche Uy ¢ un aperto, conterra un intervallo aperto (a —¢,a+¢)
per un qualche ¢ > 0. Fissato N € Ntale che 1/2" < esihachea—ce < ay <
by < a+e¢, equindi Iy C U;. Ma questo contraddice la (1). Assurdo. O

Teorema 2.7. Sia f: X — Y un’applicazione continua tra spazi topologici.
Se S C X ¢ compatto, allora f(S) é compatto.

Dimostrazione. Sia {Ux}xep un ricoprimento aperto di f(S). Allora la
famiglia { f~1(Uy)}rea © un ricoprimento aperto di S. Poiche S ¢ compatto,
esistono un numero finito di indici A1,..., A, € A tali che un sottoricopri-
mento finito di S sia {f~Y(Uy,,...,f 1 (Uy,)}. Pertanto {Uy,,...,Uy,} ¢
un sottoricoprimento finito di f(.5). Cio prova che f(S) ¢ compatto. O

Otteniamo quindi, come corollari di immediata dimostrazione:
Corollario 2.8. Ogni intervallo chiuso [a,b] di R & compatto.
Corollario 2.9. Ogni sottoinsieme chiuso e limitato di R é compatto.

Corollario 2.10. Siano X e Y due spazi topologici omeomorfi. X é com-
patto se e solo se Y & compatto (ovvero la compattezza é una proprietd
topologica,).

Teorema 2.11. Siano X e Y spazi topologici. Allora X eY sono entrambi
compatti se e solo se X +Y & compatto, se e solo se X XY & compatto.

Dimostrazione. X +Y compatto = X e Y compatti. X e Y sono chiusi di
X 4+ Y. Pertanto per il teorema 2.4 sono compatti.

X, Y compatti = X +Y compatto. Sia F un ricoprimento di X + Y.
Allora € un ricoprimento di X e un ricoprimento di Y. Esistono pertanto
due sottofamiglie finite che ricoprono rispettivamente X e Y. La loro unione
& una sottofamiglia finita che ricopre X + Y.
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X XY compatto = X e Y compatti. Le proiezioni 7x : X XY — X e
my : X XY — Y sono continue. Pertanto per il teorema 2.7 X e Y sono
compatti.

X e Y compatti = X X Y compatto. Sia W un ricoprimento aperto di
X x Y. Siccome per ogni punto di X X Y esiste un rettangolo aperto U x V'
contenuto in uno degli aperti di W tale che z € U x V, basta dimostrare
che dai ricoprimenti di X x fatti di rettangoli aperti si puo estrarre un sot-
toricoprimento finito per dimostrarlo anche per un ricoprimento qualsiasi.

Possiamo pertanto supporre che gli elementi di W siano tutti rettangoli
aperti: W = {V) x Up}aea-

Sia x € X fissato. La famiglia

Vx:{V,\|)\€A, :L“EU)\}

¢ un ricoprimento aperto di Y. Quindi esiste un numero finito di tali aperti,

diciamo Vi z,..., Vy(z)» che ricopre Y. Pertanto gli aperti Uj, X Vj,, al
variare di j = 1,...,n(x), ricoprono {z} x Y.
Se poniamo
n(z)
Ua: = m Uj,za
j=1
si ottiene che gli aperti Uy x Vj, C Uj, X V), al variare di j = 1,...,n,

ricoprono ancora {z} x Y.

Ovviamente gli aperti U, ricoprono X, e poiché X e compatto, ne esistono
un numero finito Uy, , ..., U, che ricoprono X. Ma allora X x Y e ricoperto
da Uy, x Vg, al variaredii =1,...,kej=1,...,n(z;), e quindi a maggior
ragione dagli aperti Uj,, X Vi, € W al variare di i = 1,...,k e j =
1,...,n(z;), che sono in numero finito. Pertanto X x Y & compatto. O

Segue immediatamente un corollario.

Corollario 2.12 (Teorema di Heine-Borel). Un sottoinsieme C' C R™ (con
la topologia euclidea) chiuso e limitato é compatto.

In realta vale il se e solo se. Lo vedremo dopo.

2.1. Un’utile proprieta.

Definizione 2.5. Uno spazio topologico X si dice di Hausdorff (o Haus-
dorff, o Ty) se dati due punti distinti x,y € X esistono due aperti U,V di
X disgiunti (UNV =0) talichez €U,y V.

Osserviamo subito che uno spazio metrico ¢ Ty. Infattise x # y, d(x,y) =
d # 0 e le palle aperte di centri x e y di raggio d/2 soddisfano le proprieta
richieste grazie alla disuguaglianza triangolare.

Teorema 2.13. Sia X uno spazio Tb, e K C X un compatto. Allora K é
chiuso.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che X \ K ¢ aperto. Siaz € X \ K
ep € K. Siccome X ¢ Tb, esistono due aperti U, e V,, disgiunti tali che
x € Up, p € V. Pertanto la famiglia di aperti V), ¢ un ricoprimento di K al



16 A. SARACCO

variere di p € K. Ma K & compatto, ed esiste quindi un sottoricoprimento
finito Vj,,...,V},. Allora

n
Uy, = Us
j=1
¢ un aperto che contiene x e non interseca K. Pertanto X \ K ¢ aperto. [

Attenzione: alcuni autori definiscono quasi compatti gli spazi che noi
abbiamo chiamato compatti, e definiscono compatto come quasi compatto
di Hausdorff. In questo modo i compatti sono sempre chiusi.

Purtroppo in topologia € molto comune che non ci sia accordo sul signi-
ficato esatto di un certo termine. In ogni occasione cercate di chiarire qual
¢ la definizione usata.

Corollario 2.14. I compatti di R™ sono tutti e soli i chiusi limitati.

Dimostrazione. Un chiuso e limitato di R™ e contenuto nel prodotto di n
intervalli chiusi (che & compatto). Quindi & un chiuso in un compatto e
pertanto compatto.

Un compatto di R™ & chiuso per il teorema appena dimostrato.

Un compatto di R™ ¢ limitato perche se non lo fosse le palle di centro
Porigine e raggio n, B,(0), costituirebbero un suo ricoprimento aperto che
non ammette sottoricoprimenti finiti. O

Corollario 2.15. Sia K un compatto. Una funzione f : K — R continua
ammette massimo e minimo.

Dimostrazione. L’immagine di K € un compatto di R, ovvero un chiuso
limitato. Poiché e limitata supy f e infx f sono limitati, poiché e chiusa
sono valori assunti da f. O

Teorema 2.16. Una biiezione continua f : X — Y da uno spazio X com-
patto a uno spazio Y di Hausdorff é un omeomorfismo.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che f~' : ¥ — X & continua o —
equivalentemente— che le immagini degli aperti di X sono aperti di Y o
—ancora— che le immagini dei chiusi di X sono chiusi di Y.

Sia C C X un chiuso. Allora ¢ un compatto (teorema 2.4), e la sua
immagine f(C) C Y & un compatto (teorema 2.7) in uno spazio T, quindi
¢ un chiuso (teorema 2.13). O

2.2. La compattificazione di Alexandrov. Dato uno spazio topologico
non compatto X, sono di grande interesse le sue compattificazioni, ovvero
gli spazi topologici Y compatti tali che X & omeomorfo ad un sottospazio
denso di Y. Ne esistono di vari tipi. Vediamo qui la compattificazione piu
piccola possibile, ovvero quella che si ottiene aggiungendo un solo punto
(detto punto improprio, o all’infinito) ad X.

Teorema 2.17. Sia (X, Q) uno spazio topologico non compatto. Esiste uno
spazio topologico compatto (X, Q) tale che X é omeomorfo a X meno un
punto. Tale spazio si dice compattificazione di Alexandov di X.
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Dimostrazione. Definjamo X = X + {o0}. Per definire la topologia di X,
consideriamo come base

B = O U{AU{co} | X \ A chiuso e compatto di X} .
Questa ¢ una base, poiche X=X+ {0} € B e lintersezione di due aperti
di Be&oun aperto di X o il complementare di un chiuso compatto di X (e
pertanto e in B.

Inoltre la restrizione della base a X & (. Pertanto la topologia O ¢ la
restrizione della topologia O.

Resta da dimostrare che X & compatto. Sia i un ricoprimento aperto di
X. Un aperto di 4, diciamo Uy, € un intorno di co, pertanto contiene un
aperto di base della forma X \ K, con K compatto (chiuso) di X. Estraiamo
un sottoricoprimento finito di K, Uy,...,U,. Allora Uy, Uy, ..., U, ricopre
X. O

Osservazione 2.18. Se X ¢é di Hausdorff gli intorni di co sono semplice-
mente i complementari dei compatti di X (dato che sono chiusi).

Esercizio 2.2. Dimostrare che la compattificazione di Alexandrov di R" &
(omeomorfa a) S™.

3. ASSIOMI DI SEPARAZIONE

L’assioma di Hausdorff fa parte di una vasta famiglia di assiomi, detti di
separazione, che hanno tutti la seguente struttura: Se due oggetti topologici
di X sono separati in questo senso debole, allora sono separati anche in
quest’altro senso piu forte.

Gli assiomi di separazione prendono questo nome dal fatto che storica-
mente alcuni matematici includevano alcuni di essi nella definizione di cos’e
uno spazio topologico. Ad esempio Hausdorff, nella sua definizione di spazio
topologico, richiedeva che fosse soddisfatto I'assioma T5. Ora si preferisce
dare una definizione piu generale di spazio topologico e poi avere spazi che
verificano o meno certe proprieta di separazione.

Noi ci limiteremo a trattare alcuni degli assiomi di separazione.

Definizione 3.1. Uno spazio topologico X viene detto®:

Ty se per ogni coppia di punti distinti di X esiste un aperto che contine
uno di essi, ma non ’altro.

T se per ogni coppia x1,z2 di punti distinti di X esistono due aperti
Ui e Us tali che x; € U;, x; ¢U;,i,j=1,2,1#j.

T2 se per ogni coppia x1,x2 di punti distinti di X esistono due aperti
Uy e Uy disgiunti tali che z; € U;, 1 =1, 2.

regolare se per ogni chiuso F' C X e ogni punto z € X \ F esistono due aperti

Ur e U, disgiunti tali che FF C Up, x € U,.

3Pu]rt]roppo questa nomenclatura non & universalmente accettata: alcuni autori (ad
esempio [4]) invertono le definizioni di T5 e regolare, e quella di T4 e normale. Altri (ad
esempio [3]) considerano T3 e regolare sinonimi (di cio che noi chiamiamo 73) e cosi anche
T4 e normale. Occorre sempre prestare molta attenzione a cosa intende l'interlocutore
quando usa uno di questi termini.

I termini T, 71, T> sono universali (e a volte tali spazi vengono chiamati rispettivamente
Kolmogorov, Fréchet e Hausdorff).
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T3 se e regolare e T1.
normale se per ogni coppia di chiusi F1, F» disgiunti di X esistono due aperti
disgiunti Uy e Us tali che F; C U, ¢t =1, 2.
T4 se € normale e T7.

Esercizio 3.1. Dimostrare che le definizioni date sono topologiche (ovvero
dati due spazi omeomorfi o soddisfano entrambi una delle condizioni o nes-
suno dei due la soddisfa).

Teorema 3.1. Uno spazio X ¢ Ty se e solo se i suoi punti hanno famiglie
di intorni distinte (i punti sono topologicamente distinguibili).

Dimostrazione. Siano x1 e xo due punti distinti di X.

Supponiamo che X sia Typ. Allora esiste un aperto U che ¢ intorno di
uno dei due ma non dell’altro. Pertanto i punti sono topologicamente dis-
tinguibili.

Viceversa, supponiamo che i punti di X siano topologicamente distin-
guibili. Allora esiste un intorno I di uno dei due (diciamo zp) che non ¢
intorno dell’altro. Per definizione di intorno, esiste un aperto A C I intorno
di x¢ che non contiene x7. O

Teorema 3.2. Uno spazio X €T se e solo se i punti di X sono chiusi.

Dimostrazione. Supponiamo che i punti di x siano chiusi. Allora i punti
distinti z1 e x2 appartengono rispettivamente agli aperti X \ {z2} e a X\
{a1}.

Viceversa, sia X T} e x € X un punto. Dimostrare che {z} & chiuso ¢
equivalente a dimostrare che X \ {x} € aperto. Sia x9 € X \{z}. Allora esiste
un suo intorno aperto Uy che non contiene z, e pertanto o € Uy C X \ {z}.
Siccome x5 era generico, cio vuol; dire che X \ {z} € aperto. O

Corollario 3.3. Uno spazio topologico X con un numero finito di elementsi
che sia T ha la topologia discreta. Pertanto € Ty, T3, Ty.

Dimostrazione. 1 punti di X sono chiusi. Un sottoinsieme qualsiasi di X
¢ unione di un numero finito di punti e pertanto € chiuso. Quindi ogni
sottoinsieme di X & chiuso e aperto, ovvero la topologia di X ¢ discreta. [

Teorema 3.4. Uno spazio X e T5 se e solo se la diagonale di X x X
A={(z,x) e X x X |z € X}
é chiusa in X x X.

Dimostrazione. (=) Sia X T». Dimostrare che A & chiuso ¢ equivalente a
dimostrare che X x X \ A ¢ aperto. Sia pertanto (z,y) € X x X \ A. Cio
vuol dire z,y € X, x # y. Poiché X & Ty, esistono due aperti disgiunti
U3z, V 2>y Maallora (z,y) € UxV e (UxV)NA = (. Pertanto
X x X \ A e aperto.

(<) Sia A chiuso in X x X. Cio ¢ equivalente a X x X \ A aperto. Siano
z,y € X, z #y. Allora (z,y) € X x X \ A. Poiche tale insieme & aperto,
esiste un aperto della base U x V intorno di (x,y) contenuto in X x X \ A.
Ma ci‘o vuol dire che U 5 x e V > y sono disgiunti. Pertnato X e Tb. U

Osservazione 3.5. Banalmente si ha Ty = 11 = Tj.
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Vediamo che i viceversa non valgono.

Esempio 3.1. Sia X = {z1,22} con la topologia O = {0,{z1}, X}. X &
To (Vaperto {z1} contine x; ma non zg), ma non 7; (l'unico aperto che
contiene x ¢ X, che contiene anche ).

Esempio 3.2. Sia X un insieme infinito con la topologia cofinita (gli aperti
sono tutti e soli —a parte l'insieme vuoto— gli insiemi a complementare
finito). Allora X ¢ 77 (perche i punti sono chiusi), ma non ¢ Tb, dato che
due qualsiasi aperti non banali non sono disgiunti.

O se vogliamo dato che ogni sottoinsieme (anche non chiuso) di X e
compatto, e in uno spazio 75 i compatti sono necessariamente chiusi.

Teorema 3.6. Le proprieta Ty, 11 e Ts passano ai sottospazi.
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

Teorema 3.7. Siano X e Y spazi topologici non vuoti. X e Y sono T;
(i=0,1,2) se e solo se X xY ¢1T,.

Dimostrazione. Siax € X,y €Y. Se X xY & T;, allora i sottospazi X x {y}
e {z} x Y sono Ty, e cosi X e Y, a cui sono omeomorfi.

Viceversa, siano X e Y Tj, e siano (z1,y1), (22, y2) punti distinti di X x Y.
Allora almeno una delle coordinate & distinta. Supponiamo sia 1 # xs.
Poiche X e T;, esiste un aperto U o due aperti U;, Us con la proprieta
voluta per i punti x; e x9. L’aperto U x Y o gli aperti Uy XY e Uy x Y
hanno la stessa proprieta per i punti (z1,y1), (z2,y2). O

Passiamo ora a considerare gli ultimi quattro assiomi.
Teorema 3.8. T, = T3 =Ty =T = To.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che grazie all’assioma 77 i punti
degli spazi T5 o Ty sono chiusi.
Sia X Ty. Usando ’assioma di normalita con F} = F, Fy» = {x} si ottiene
I’assioma di regolarita. Insieme all’assioma 77 questo implica che X e T3.
Sia X T3. Usando l'assioma di regolarita con F' = {x1}, = x4 si ottiene
l’assioma T5. O

Osserviamo che 'assioma 77 serve a far si che si abbiano le catene di
implicazioni illustrate sopra.

Esempio 3.3. Uno spazio topologico X con almeno due punti e la topologia
banale & banalmente regolare e normale, ma non ¢ Ty e pertanto non puo
essere Th.

Teorema 3.9. Uno spazio regolare e Ty € Tj.

Proof. Basta dimostrare che Tj e regolare implicano 77.

Siano z; e xo punti distinti. Per I’assioma T uno dei due (diciamo z;) ha
un intorno aperto U che non contiene 'altro. Alora x; e F' = X \ U sono un
punto e un chiuso disgiunti e per I’assioma di regolarita li possiamo separare
con due aperti Uy 3 z1 e Uy D X \ U 2 z1. Quindi X & T;.

O

Mostriamo con un esempio che vi sono spazi topologici 75 ma non 75.
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Esempio 3.4. Sia
X =R xR} ={(r,y) eR?* | y >0}

il semipiano superiore chiuso di R2.

Indichiamo con R = R x {0} e con X; = X \ R il semipiano superiore
aperto. Definiamo una base B per la topologia di X nel seguente modo:
B = By U By, dove

Bl = {BX(T)|X:(£C,y)€X+,T<y},
By = {(Bx(r)NX;)U{x} [x € R},

dove By(r) sono le palle della metrica euclidea di R?. La verifica che B ¢
una base ¢ diretta ed ¢ lasciata al lettore.

X ¢ T5. Infatti dati due punti x1 e X9 distinti, sono ad una distanza 2r,
e pertanto le palle euclidee centrate in essi di raggio r li separano. Pertanto
vi sono due elementi della base (di tipo By o Bs a seconda se i punti siano
in X4 oin R) di raggio r che separano nel modo voluto i due punti.

X non e T3. Sappiamo gia che X & T, e quindi 77. Dobbiamo pertanto
dimostrare che non & regolare. Osserviamo innanzitutto che la topologia di
S induce su R la topologia discreta, dato che per ogni punto (z,0) € R
(Bx(r)Nn X4)U{(z,0)}) N R = {(x,0)} & un aperto, e che R ¢ chiuso in X
(dato che X4 ¢ unione degli elementi di By). Pertanto ogni sottoinsieme di
R ¢ chiuso.

Siano allora 0 = (0,0) e FF' = R\ {0} un punto e un chiuso disgiunto.
Supponiamo che esistano due aperti U 3 0, V'O R\ {0}. Siccome U &
aperto, allora esiste un elemento della base (Bo(r) N X4) U {0} contenuto
in U. Ogni aperto contenente (z,0) (con |z| < r) interseca tale aperto, e
quindi anche U. Pertanto U e V' non sono disgiunti e X non e regolare.

Teorema 3.10. Sia X uno spazio topologico regolare, e siano F un chiuso
di X ex & F. Allora esistono due aperti Uy DO F e Us 2 = a chiusura
disgiunta.

Dimostrazione. Poiche X & regolare, esistono due aperti disgiunti V1 D F' e
Vo 5 . Allora C = X \ V5 e  sono un chiuso e un punto di X disgiunti.
Applicando di nuovo la regolarita di X troviamo due aperti disgiunti W; D C
e Wy 5 .

Poniamo allora Uy = Vi e Uy = Wa. Sihache Uy DC =X\, D Vi D F
e Uy 3 . Inoltre W7 D C = X \ V4, D U;. Siccome C' & chiuso, C' D U;.
Analogamente Uy C X \ Wi e pertanto Uy N Us = 0. O

Teorema 3.11. Sia X uno spazio topologico normale, e siano Fy e Fs due
chiusi disgiunti di X. Allora esistono due aperti U; D F; (i = 1,2) a chiusura
disgiunta.

Dimostrazione. Analoga alla precedente. Lasciata per esercizio al lettore.
O

Vediamo ora alcuni esempi di spazi Tj.

Teorema 3.12. Uno spazio topologico metrizzabile X é Ty.
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Dimostrazione. Sia d la metrica che induce la topologia di X.

Osserviamo innanzitutto che X e T7: infatti, dati due punti distinti x; e
x2 si ha d(x1,z2) = §. Allora le palle aperte Uy = By, () e Uz = By, (6)
sono tali che z; € U, x; € Uy, i # j € {1,2}.

Dimosriamo ora che X ¢ normale. Dato un qualsiasi sottoinsieme C' C X
definiamo la funzione distanza da C' nel seguente modo:

d — infd .
c(z) inf (¢, )

Siano Fi e F, due chiusi disgiunti di X. Poniamo d; = df,, i = 1,2.
Definiamo gli insiemi Uy e U_ nel seguente modo:

Up{z € X | £ (di(z) — do()) < 0}.

E evidente che Uy NU_ = (. Dimostreremo che Fy C Uy, F, C U_ e che
U+ sono aperti.

Supponiamo x € Fij. Allora dj(x) = 0. Per dimostrare che x € U, basta
far vedere che da(x) > 0. Se per assurdo fosse da(z) = 0, per ogni € > 0
esisterebbe x. € Fy tale che d(z,z.) < €. Ma allora = € Fy = F», contro
I'ipotesi che Fi e F5 siano disgiunti.

Pertanto Fy C U, e con la stessa dimostrazione Fp C U_.

Dimostriamo che U ¢ aperto (anche questa volta la dimostrazione per U_
e identica). Sia x4 € Uy. Allora dy(z4+) — d2(x4+) = —3a < 0. Dimostrando
che B, (a) C Uy dimostriamo che U, ¢ aperto.

Sia x € B, (a). Allora d(z,z4) < a.

di(z) —dy(x) = (di(z) —di(zy)) + (di(zy) — do(z4)) + (da(z) — da(x))
= (di(z) —di(zy)) = 3a + (da(z4) — da(2))
Per ogni f; € F; (1 =1,2) si ha
d(@, fi) < d(z,24) + d(z4, fi) < a+d(zy, fi)
e passando all’estremo inferiore su Fj:
di(z) <a-+di(zy), di(z)—di(zy)<a, 1=1,2,
da cui segue
di(z) —ds(z) < a—3a+a=-a<0,

ovvero che x € Uy. Pertanto Uy € aperto.

Teorema 3.13. Sia X uno spazio Ty compatto. Allora X e Ty

Dimostrazione. Poiché X & T5, & T,. Basta pertanto dimostrare che & nor-
male.

Siano F' e G due chiusi disgiunti di X. Poiche X & compatto, F' e G sono
compatti. Fissiamo due punti f € F' e g € G. Poiché X & T5, esistono due
aperti disgiunti Uy, > f e Vig 3 g.

Fissato f € F, gli aperti Vg, al variare di g € G, sono un ricoprimento
aperto di G. Pertanto possiamo estrane un sottoricoprimento finito, fatto
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dagli aperti Vy g, i =1,...,n. Allora

n n
Up = (Urs2f Vi=UViw2G
i=1 i=1
sono aperti disgiunti.

Gli aperti Uy, al variare di f € F, sono un ricoprimento aperto di F.
Pertanto possiamo estrarne un sottoricoprimento finito, fatto dagli aperti
Uy, i=1,...,k. Allora gli aperti

k k
U=U,oF V=V,2G
i=1 i=1
sono disgiunti. O

4. COSTRUZIONE DI FUNZIONI CONTINUE SU SPAZI TOPOLOGICI

Gli spazi normali sono I’ambiente giusto in cui & possibile costruire fun-
zioni continue a valori in R con determinate proprieta, del tutto simili a
quelle che si riescono a costruire in R, R™ e piu in generale negli spazi
metrici.

4.1. Il lemma di Urysohn. Un problema fondamentale nella costruzione
di funzioni continue a valori in R € quello di, dati due insiemi disgiunti A e
B di uno spazio topologico X, trovare una funzione continua f : X — [0, 1]
tale che f|a =1, f|p = 0.

Siccome f~1(0) e f71(1) sono chiusi, il problema & risolvibile per A e B
se e solo se ¢ risolvibile per A e B. Pertanto si puo direttamente chiedere
che A e B siano chiusi disgiunti.

E condizione evidentemente necessaria alla risoluzione del problema che
X sia normale, dato che f~1([0,4)) e f71((3,1]) sono aperti disgiunti che
separano A e B. Questa condizione
‘e anche sufficiente. Si ha infatti:

Lemma 4.1 (di Urysohn). Sia X uno spazio topologico normale. Allora
per ogni coppia di insiemi chiusi disgiunti esiste una funzione continua f :
X —[0,1] che assume il valore 0 su uno e il valore 1 sull’altro.

Dimostrazione. Costruiremo f : X — [0, 1] come limite di funzioni costanti
a tratti.
Siano A e B due chiusi disgiunti di X. Diremo che una catena crescente
di lunghezza r di aperti A; di X
ACAyCcA C---CA_1CA =X\B
& ammissibile se A; C Aj1q per ogni j € {0,...,7 —1}.
La funzione fra,3 : X — [0, 1], costante sui gradini, che assume il valore 0

su Ay, il valore % su Ay \ Ag—1 e il valore 1 su B ¢ detta funzione uniforme
a gradint della catena {A;}_;.

Data una catena ammissibile di lunghezza r, un suo raffinamento € una
catena ammissibile di lunghezza 2r del tipo

AcAgcAicAc---cA_1CA CA =X\B.

Vogliamo innanzitutto dimostrare due cose:
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(1) esiste una catena ammissibile;
(2) ogni catena ammissibile puo essere raffinata.

(1) A e B sono due chiusi di X. Poiché X & normale, per il teorema 3.11,
esistono due aperti a chiusura disgiunta V' > A, U D B. La catena

ACAQIVCAlzX\B,

poiché Ag =V C X\U C X\B = Ay, & una catena ammissibile di lunghezza
1.

(2) Data una catena ammissibile, per raffinarla bisogna inserire tra ogni
due suoi aperti A; C Aj+1 (con A; C Ajy1) un nuovo aperto A; C Al C
Ajir (con Aj C A% e Z;'-H C Ajt1). Osserviamo che 4 e X \ 4j41
sono due chiusi disgiunti di X. Applicando nuovamente il teorema 3.11 e
ragionando come nel punto (1) sopra si trova l’aperto A; 41 voluto.

Chiamiamo ora fy la catena di lunghezza 2° = 1 trovata al punto (1) e
sia 4,41 un raffinamento di 4, per ogni n. i, & una catena ammissibile di
lunghezza 2" per ogni n. Sia f,, la funzione uniforme a gradini della catena
iL,. Allora la successione di funzioni f,, : X — [0, 1] € monotona decrescente
e limitata dal basso da 0, quindi converge punto per punto ad una funzione
limite f = lim f,, : X — [0, 1]. Sicomme f,|4 =0 e fy|p =1 per ogni n si
ha che fla=0e flp = 1.

Bisogna ora dimostrare la continuita di f. Osserviamo che

11
21 on

NORITOESS
j=n+1

e che su ogni gradino aperto A;;q \Zj_l fn varia al piu di 2%,

che f non varia piu di 2,%1 sul gradino 4,41\ 4j_1 (intorno aperto di z), e
pertanto e continua. O

si ottiene

4.2. Lemma di estensione di Tietze. Vediamo ora una generalizzazione
del lemma di Urysohn.

Lemma 4.2 (di estensione di Tietze). Sia X wuno spazio topologico nor-
male. Ogni funzione continua f : A — [a,b] definita su un chiuso A di X é
restrizione di una funzione continua F : X — [a,b].

Osservazione 4.3. Il lemma di estensione di Tietze € effettivamente una
generalizzazione del lemma di Urysohn. Infatti, siano Fy e F1 due chiust
disgiunti di X. Allora la funzione f : FoUF; — [0,1] definita come f|p, =0
e flm =1 ¢ una funzione continua definita su un chiuso. Estendendola con
Tietze, si trova la funzione data dal lemma di Urysohn.

Dimostrazione. Se ¢ : A — [—3s,3s| & una funzione continua limitata tale
che sup4 |p| = 3s una funzione continua ® : X — [—s, s| si dice estensione
approssimata ¥-chiusa di ¢ se |p(a) — ®(a)| < 2s per ogni a € A. Tale ® &
dunque un’approssimazione grossolana del problema di estensione. L’idea &
quella di quasi approssimare f, poi quasi approssimare 1’errore, e cosi via.
L’esistenza di estensioni approssimate %—chiuse e garantito dal lemma
di Urysohn: gli insiemi Ay = ¢ 1([s,3s]) e A_ = ¢ 1([-3s,—s]) sono
disgiunti e chiusi in A, dunque in X. Pertanto esiste una funzione continua
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® : X — [—s,s| che assume il valore s su Ay e il valore —s su A_. Tale
funzione ¢ banalmente una estensione approssimata %-Chiusa di .

Cerchiamo ora di estendere f : A — [a,b]. Senza perdere di generalita,

possiamo supporre che [a,b] = [—1,1]. Sia F} una estensione approssimata

1 s . ‘ i o 1 s .
5-chiusa di f e F,11 una estensione approssimata z-chiusa di

n
f=> Fila.
j=1
Allora si ha

f@-Y Rl < (3) . vaca wen,

. 3
7=1
1/2\"
‘Fn+1<$)’§§ g y VxGX, VTLGN,
e cio garantisce la sommabilita della serie F(x) = > > | F,,(x) e il fatto che
F: X — [—1,1] & un’estensione continua di f. O

Corollario 4.4. Sia X uno spazio topologico normale. Ogni funzione con-
tinua f : A — R definita su un chiuso A di X é restrizione di una funzione
continua F : X — R.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione
T
¢ = arctan(f) : A — (——, —)
272
e estendiamola ad una funzione
P: X — [—z, E} .
2°2
La funzione ® potrebbe assumere i valori +7, su cui non ¢ definita la
tangente (obbligatoriamente su un chiuso B disgiunto da A). Sia allora
A X — [0,1] una funzione tale che A|4 = 1, A\|p = 0, che esiste per il
lemma di Urysohn. Allora
AP X — (—z, z)
272
estende anch’essa la funzione ¢, e F' = tan(A®) ¢ la funzione cercata. O
4.3. Partizioni dell’unita e paracompattezza. Vediamo ora uno stru-
mento, la partizione dell’'unita, che sara di grande utilita nei successivi corsi
di analisi e di geometria. Vedremo esattamente quali sono le ipotesi minimali
che permettono di avere partizioni dell’unita.

Definizione 4.1. Sia X uno spazio topologico. Data una funzione continua
f: X — C, il supporto di f, Supp(f), e

Supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.

Definizione 4.2. Sia X uno spazio topologico. Una famiglia di sottoinsiemi
di X, {Ax}ren € detta localmente finita se per ogni punto x € X esiste un
intorno V' di z tale che VN Ay # () per un numero finito di A € A.

Definizione 4.3. Sia X uno spazio topologico. Una famiglia {7)}xep di
funzioni continue 7y : X — [0, 1] & detta partizione dell’unita se:
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(1) i supporti {Supp(7)}rea sono una famiglia localmente finita,
(2) per ogni x € X
ZT)\($) = 1.

AEA

Una partizione dell’'unita e detta subordinata a un dato ricoprimento i di
X se per ogni \ esiste U € U tale che Supp(7y) C U.

Le partizioni dell’'unita hanno molti scopi. Fra questi passare da soluzioni
locali note di un problema a soluzioni globali, incollando fra loro le varie
soluzioni. Oppure lo spezzare un integrale definito su una varieta in piu
pezzi definiti su carte locali per poter poi comodamente integrare i vari
pezzi su aperti di R™.

L’esistenza di partizioni dell’unita subordinate a un dato ricoprimento
aperto e collegata alla nozione di paracompattezza.

Definizione 4.4. Uno spazio topologico X di Hausdorff ¢ detto paracom-
patto se ogni ricoprimento aperto {4 ammette un raffinamento U (ovvero U
€ un ricoprimento aperto di X tale che ogni suo aperto € contenuto in un
aperto di i) localmente finito.

Osservazione 4.5. Uno spazio topologico compatto di Hausdorff é banal-
mente paracompatto, dato che come raffinamento localmente finito di 3 si
puo scegliere direttamente un suo sottoricoprimento finito.

Osservazione 4.6. Un sottospazio chiuso di uno spazio paracompatto é
paracompatto.

Teorema 4.7. Sia X paracompatto. Allora X & Ty.

Dimostrazione. Siano A e B due chiusi disgiunti di X. Sianoa € A, b€ B
fissati. Poiche X ¢ T3 possiamo scegliere due aperti U, > a e V,p, 3 b
disgiunti.

Fissato a € A, gli aperti V;; sono un ricoprimento di B. Poiché B ¢

chiuso, & paracompatto e quindi esiste un raffinamento localmente finito di
{Va,b}a {Wa)\}. Definiamo

Vo = |[JWar D B.
A
Per la finitezza locale di {W, »}, esiste un intorno I, > a che interseca solo

un numero finito di questi W, y. Siano tali insiemi contenuti in U}’ ,V,,.
Allora

n
Us = Io (Vs 2a
i=1
¢ disgiunto da V.
Gli aperti U, sono un ricoprimento di A. Poiché A & chiuso, & para-
compatto e quindi esiste un raffinamento localmente finito di {U,}, {W)}.

Sia
U= Jws.
A
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Se per ogni b € B troviamo un intorno aperto O 5 b che non interseca
U, allora
V = U O, OB
beB
¢ l'aperto desiderato.
Per la finitezza locale di Wy, esiste un intorno I, 3 b che interseca solo un
numero finito di questi W). Siano tali insiemi contenuti in U¥_,U,,. Allora

k
Op = I [|Va 3
i=1
e disgiunto da U. (]

Teorema 4.8. Sia X uno spazio di Hausdorff. X ¢& paracompatto se e
solo se ogni ricoprimento aperto di X ammette una partizione dell’unita
subordinata.

Dimostrazione. (<) Sia $ un ricoprimento di X e {7)} una partizione
dell’'unita subordinata a 4. Allora gli aperti V) = {7\ # 0} formano un
raffinamento localmente finito di Y. Poich¢ X e di Hausdorff, X & paracom-
patto.

(=) Sia 4 = {Ux} un ricoprimento di X. Senza perdere di generalita,
poiche X e paracompatto, possiamo supporre che sia localmente finito.

Supponiamo che esista un ricoprimento aperto U = {V)}, tale che per
ogni A Vy C Uy. Allora, poiché X & Ty, per il lemma di Urysohn scegliamo
ox : X — [0,1] con 0/\|VA =1le U/\|X\UA = 0. Poiché Suppoy C Uy, la
somma ), ox(z) € ben definita ovunque. Poiché U & un ricoprimento di
X tale somma e maggiore o uguale a 1 ovunque. Quindi si puo definire la
partizione dell’unita voluta come

() = @) reX,.

doaoa(x)’

Bisogna provare che un tale U esiste. Sia x € X. x € Uy per un qualche
A. Poiché X & T3 possiamo separare x e X \ Uy con intorni aperti Y, 3 x e
Zy D X\Uy. Diconseguenzax € Y, CY, C Uyx. {Y,}zex € un ricoprimento
aperto di X. Sia 20 = {W,}, un suo raffinamento localmente finito. Sia

Vy = U W, .
WaCUx

Allora U = {V)\} € un raffinamento di Y. Dobbiamo dimostrare che, per
ogni A, V)\ C Uy.

Sia € V. Allora ogni intorno di z interseca un qualche W, la cui
chiusura e contenuta interamente in Uy. Poiche 20 & localmente finito, un
aperto sufficientemente piccolo di z interseca solo un numero finito di tali
aperti, Wy,,...,W,, e x appartiene alla chiusura di almeno uno di essi.
Quindi

provando che V C U,. O
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5. PROPRIETA DI CONNESSIONE

Vedremo ora una proprieta elementare degli spazi topologici che ci per-
mette di distinguere tra spazi tutti di un pezzo e spazi divisi in piu pezzi.

5.1. Connessione.

Definizione 5.1. Uno spazio topologico X si dice connesso se non e unione
di due aperti disgiunti non vuoti.

Teorema 5.1. Uno spazio topologico X & connesso se e solo se ) e X sono
gli unici sottoinsiemi di X aperti e chiusi.

Dimostrazione. (=) Supponiamo per assurdo che A C X sia un sottoinsieme
aperto e chiuso A # X, A # (). Allora B = X \ A & anch’esso aperto e non
vuoto. Quindi X = AU B con A e B aperti disgiunti e non vuoti, cioé X
non € connesso.

(<) Supponiamo per assurdo che X non sia connesso, ovvero che X =
AU B con A e B aperti disgiunti e non vuoti. Allora A # X (perché B non
¢ vuoto), A # (), A & aperto e chiuso (perché X \ A = B ¢ aperto). O

Esempio 5.1. Lo spazio topologico con un solo punto € connesso, in quanto
due suoi aperti non possono essere non vuoti e disgiunti.

Esempio 5.2. Sia (X, D) uno spazio topologico con almeno due punti con
la topologia discreta. Allora sappiamo che tutti i suoi punti sono aperti e
chiusi. Pertanto X non & connesso.

Esempio 5.3. Sia (X, P,,) uno spazio topologico con la topologia del punto
particolare: un insieme non vuoto A C X e aperto se e solo se contiene il
punto particolare xg. Allora due aperti non vuoti hanno sempre in comune
il punto x( e pertanto non possono essere disgiunti. Quindi X & connesso.

Esempio 5.4. Sia F la topologia su R che ha come base di aperti gli inter-
valli della forma [t, s). Allora un qualsiasi sottoinsieme di (R, F) con almeno
due punti non & connesso. Siano infatti z <y € S. Allora A = (—o0,y) NS
e B = [y,+00) NS sono due aperti non vuoti disgiunti tali che AUB = S.

Esempio 5.5. Sia Q C R l'insieme dei numeri razionali con la topologia
indotta dalla topologia euclidea. Sia S C Q un qualsiasi insieme con almeno
due punti. Allora S non & connesso. Infatti, siano z,y € Q due punti
distinti. Allora fra essi vi € un numero irrazionale a: * < a < y. Gli insiemi
A= (—o0,a)NS e B = (a,+00) NS sono aperti non vuoti disgiunti tali che
AUuB=S.

Teorema 5.2. L’intervallo [0,1] C R (con la topologia euclidea) é connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che [0, 1] non sia connesso, ed es-
istano pertanto due aperti disgiunti non vuoti U e V tali che [0,1] = U UV
(quindi U e V sono anche chiusi). Supponiamo che 0 € U.

Sia s = inf,cy . s € V poiche V' e chiuso. Ma per definizione di s, o
s =0 (e allora s € U) oppure [0,s) C U. Poiche U ¢ chiuso, s € U. Assurdo,
poiche U e V sono disgiunti. O

Teorema 5.3. L’immagine di uno spazio connesso attraverso una funzione
conlinua € connesso.
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Dimostrazione. Sia f : X — Y una funzione continua e X connesso. Sia
A C f(X) aperto e chiuso in f(X). Allora f~1(U) & aperto e chiuso in X.
Poiché X & connesso f~1(U) o & vuoto o & X. Riapplicando f, si ottiene
che U o & vuoto o & f(X). Pertanto f(X) & connesso. O

Corollario 5.4. La proprieta di connessione ¢ topologica, ovvero se X eY
sono spazi omeomorfi, X € connesso se e solo se Y e connesso.

Esempio 5.6. Poiché S! & immagine continua di [0,1] tramite la funzione
t — exp(27it), S! & connesso.

Esempio 5.7. [a,b] & connesso.

Teorema 5.5. Sia {Y)}xea una famiglia di sottospazi connessi di uno spazio
X. Seny\Yy #0, allora’Y = U,\Y, é connesso.

Dimostrazione. Sia U C Y aperto e chiuso non vuoto. Allora Uy = UNY), #
() per un qualche \. Allora U, ¢ aperto e chiuso non vuoto in Y). Poiche
Y, e connesso, Uy = Y), e pertanto Y\ C U. Quindi U interseca ogni Y)
e, ripetendo il ragionamento precedente, si ottiene che contiene ogni Y.
Pertanto U =Y, e Y & connesso. O

Corollario 5.6. Gli insiemi [a,)), (a,b), (a,b], [a,+00), (a,+00), (—o0,b],
(—o00,b), R sono connessi.

Dimostrazione. Tutti quegli intervalli possono essere scritti come unione
crescente di intervalli chiusi, e il risultato segue dal teorema precedente.
I dettagli al lettore. U

Teorema 5.7. Siano X e Y due spazi topologici non vuoti. X e Y sono
connessi se e solo se X XY é connesso.

Osservazione 5.8. L’ipotesi X e Y non vuoti & fondamentale. Infatti,
qualunque sia X, anche non connesso, X x ) = (0 & connesso.

Dimostrazione del teorema 5.13. (<) Le proiezioni su X e su Y sono fun-
zioni continue, pertanto se X x Y e connesso, anche X e Y lo sono.

(=) Se X e Y sono connessi, anche le “fette” X x {y} e {z} x Y (a loro
omeomorfe) lo sono. Poiche (X x {y}) N ({z} xY) = {a} x {y}, per il
teorema 5.5 gli insiemi Cy , = (X X {y})U ({z} xY') sono connessi, per ogni
r € X,yeY. Fissato x € X, si ha che

XxY =] Cry.

yey
Poiché
() Coy={2} xY #£0
yey
nuovamente per il teorema 5.5, X X Y € connesso. O

5.2. Connessione per archi. Vediamo ora una nozione collegata a quella
di connessione: la connessione per archi.

Da qui in avanti utilizzeremo molto spesso l'intervallo [0,1] C R con la
topologia euclidea. Per brevita, lo indicheremo con I.
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Definizione 5.2. Sia X uno spazio topologico. Un arco (o cammino) in X
¢ un’applicazione continua o : [ — X.

Come notazione, a(0) & detto inizio dell’arco e a(1) fine dell’arco, e o
detto un arco da a(0) a «(1).

La variabile t € I viene spesso interpretata come tempo, «(t) rappresenta
la posizione al tempo ¢, e a(0) e (1) le posizioni iniziale e finale.

Definizione 5.3. Uno spazio topologico X e detto connesso per archi se
per ogni coppia di punti z,y € X esiste un arco in X con inizio in x e fine
in y.

Ovviamente I & connesso per archi.
Teorema 5.9. Uno spazio X connesso per archi ¢ connesso.

Proof. Supponiamo per assurdo che X = AU B, con A e B aperti disgiunti
non vuoti. Sia a € A e b € B. Consideriamo un arco a con inizio in a e fine
in b (esiste perché X & connesso per archi). Allora I = a~(A) Ua~1(B),
con 0 € a™1(4), 1 € a1(B). Inoltre A e B sono aperti poiché a & continua
e banalmente disgiunti. Quindi I non & connesso. Assurdo. O

Il viceversa non ¢ vero:

Esempio 5.8. (la pulce e il pettine) Consideriamo i seguenti sottoinsiemi
di R?: il pettine

1
P = {(n,y)eRQ\neN*, ye]} u I x {0}

e la pulce

p = {(0,1)}.
Lo spazio topologico X = p U P (la pulce e il pettine) & connesso, ma non
connesso per archi. Il pettine e connesso per archi, ma la pulce non puo

essere collegata a nessun punto del pettine tramite un arco. Tutti gli intorni
aperti della pulce intersecano pero il pettine.

Valgono per la connessione per archi i seguenti teoremi, del tutto analoghi
a quelli dimostrati per la connessione. Le dimostrazioni, molto semplici, sono
lasciate per esercizio al lettore.

Teorema 5.10. L’itmmagine di uno spazio connesso per archi attraverso
una funzione continua € connesso per archi.

Corollario 5.11. La proprieta di connessione per archi e topologica, ovvero
se X eY sono spazi omeomorfi, X & connesso per archi se e solo se' Y e
connesso per archi.

Teorema 5.12. Sia {Y)\}xea una famiglia di sottospazi connessi per archi
di uno spazio X. Se N\Y) # 0, allora Y = U,Y) é connesso per archi.

Teorema 5.13. Siano X e Y due spazi topologici non vuoti. X e Y sono
connessi per archi se e solo se X XY é connesso per archi.
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5.3. Versioni locali delle proprieta di connessione. Data una pro-
prieta topologica P, si dice che uno spazio X verifica localmente la proprieta
‘P se per ogni punto x € X e per ogni intorno U > x esiste un intorno V'
(x € V C U) tale che V ha la proprieta P.

In particolare, consideriamo le seguenti definizioni.

Definizione 5.4. Uno spazio topologico X si dice localmente connesso se
per ogni punto x € X e per ogni intorno U > z esiste un intorno V (z €
V C U) connesso.

Definizione 5.5. Uno spazio topologico X si dice localmente connesso per
archi se per ogni punto z € X e per ogni intorno U > x esiste un intorno V'
(x € V. C U) connesso per archi.

Come per le proprieta locali, anche in questo caso si ha che

Teorema 5.14. Sia X uno spazio topologico localmente connesso per archi.
Allora X ¢ localmente connesso.

Dimostrazione. E una conseguenza immediata delle definizioni e del teo-
rema 5.9. O

Anche in questo caso “la pulce e il pettine” costituisce un controesempio
al viceversa.

E importante osservare che non c’e¢ alcun legame tra la proprieta di con-
nessione (per archi) globale e la sua versione locale, come mostrato dai
seguenti esempi.

Esempio 5.9. Sia X # ) connesso (per archi). Allora X + X & banalmente
non connesso (per archi), mentre ¢ localmente connesso (per archi).

Esempio 5.10. La pulce e il pettine € connesso ma non localmente connesso
(vicino alla pulce).

Esempio 5.11. Aggiungendo alla pulce e il pettine un “filo” che colleghi la
pulce alla costa del pettine si ottiene uno spazio connesso per archi, ma non
localmente connesso per archi (vicino alla pulce).

L’analisi dettagliata degli esempi e lasciata per esercizio al lettore.

6. OMOTOPIA

Definizione 6.1. Siano X e Y spazi topologici e fy, fi : X — Y funzioni
continue. fp e fi sono dette omotope se esiste un’applicazione continua
F: X xI—Y tale che F(x,0) = fo(x) e F(x,1) = fi(x) per ogni z € X.
L’applicazione F' si dice omotopia tra fy e fi.
Scriveremo fo = f1 0 F': fo =~ f1.

Si puo pensare un’omotopia F' come una famiglia di funzioni f; che varia
con continuita da fo a fi.

Osservazione 6.1. Se X = I, ogni arco ¢ omotopo a un arco costante (al
cammino costante nel punto finale, nel punto iniziale, o in un qualsiasi suo
punto). Lasciamo al lettore la dimostrazione di questo fatto.

Pertanto se Y ¢é connesso per archi tutti gli archi in'Y sono omotopi tra
loro.
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Onde evitare questo fenomeno, introduciamo una nozione piu generale di
omotopia.

Definizione 6.2. Siano X e Y spazi topologici, A C X e fog,f1 : X = Y
funzioni continue. fy e f1 sono dette omotope relativamente ad A se esiste
un’applicazione continua F' : X xI — Y tale che F(z,0) = fo(x) e F(z,1) =
fi(x) per ogni z € X, e F(a,t) = fo(a) per ogni t € I.

L’applicazione F' si dice omotopia relativa ad A tra fy e fi.

Scriveremo fo ~4 f1 0 F : fo ~4 fi1.

Osservazione 6.2. Ouwviamente affinché fy e f1 siano omotope relativa-
mente ad A é condizione necessaria che fyo(a) = fi(a) per ogni a € A.
Se A =0, ritroviamo il concetto di omotopia.

Per dimostrare che I'omotopia realtiva ad A ¢ una relazione d’equivalenza,
ci serve dimostrare il seguente lemma di incollamento (glueing o pasting
lemma, in inglese).

Lemma 6.3 (d’incollamento). Siano X,Y spazi topologici e A, B sottoin-
siemi di X, entrambi aperti (o entrambi chiusi). Se f : A—Y eg: B—Y
sono funzioni continue tali che f(x) = g(z) per ogni x € AN B, allora la

funzione h : X =Y
[ f@) veA
hiz) = { g(z) z€B

e continua.

Dimostrazione. Grazie all'ipotesi f(x) = g(x) per ogni x € AN B, h & ben
definita.
Sia D C Y un aperto (un chiuso). Allora

hY(D) = h 1 (D)N(AUB) = (b1 (D)NA)U(h~(D)NB) = f~(D)ug™ (D).

Poiche f & continua f~1!(D) & aperto (chiuso) in A, e poiche A & aperto
(chiuso) in X, ¢ aperto (chiuso) anche in X. Analogamente per g~ '(D).
Pertanto h~!(D) & aperto (chiuso), e h & continua. O

Lemma 6.4. La relazione ~, e una relazione d’equivalenza sull’insieme
delle funzioni continue da X a'Y.

Dimostrazione. La relazione ¢ riflessiva: F'(z,t) = f(x) & un’omotopia rela-
tiva ad A fra f e f.

La relazione ¢ simmetrica: se F : fo &4 f1, allora G : f1 =4 fo, G(z,t) =
F(z,1-1).

La relazione ¢ transitiva: siano F : fy ~4 f1 e G : f1 =4 fo. Allora
H : X x I —Y definita come

[ F(x,2t) telo,

H(z,t) = { G(z,2t—1) te Eﬁ

& continua per il lemma di incollamento ed & quindi un’omotopia relativa ad
A tra fy e fa, come voluto. O

Definizione 6.3. Due spazi topologici X e Y sono detti omotopicamente
equivalenti (X ~Y') se esistono due funzioni continue f: X - Y eg:Y —
X tali che

gofmidy : X - X, fogmidy:Y —Y.
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L’equivalenza omotopica & una relazione d’equivalenza nell’insieme negli
spazi topologici.

La nozione di equivalenza omotopica generalizza quindi quella di omeo-
morfismo. Due spazi omeomorfi sono infatti banalmente omotopicamente
equivalenti, dato che fog =idx e fog = idy. 1l viceversa non & vero, come
mostrato dal seguente esempio.

Esempio 6.1. R” = {0}. Infatti, definiamo f(z) = 0 per ogni x € R"
e g(0) = 0. Allora f o g = idyy, mentre g o f(z) = 0 per ogni x € R".
Ma la funzione costantemente 0 e la funzione costante in R” sono omotope:
lomotopia ¢ data da F(z,t) = tx.

Osserviamo che I’esempio precedente mostra anche che un qualsiasi aperto
stellato di R™ & omotopicamente equivalente a un punto.

Definizione 6.4. Uno spazio topologico X omotopicamente equivalente a
un punto si dice contraibile.

7. IL GRUPPO FONDAMENTALE

Lo scopo di questa sezione sara quello di introdurre un’operazione tra cam-
mini ed una relazione d’equivalenza in modo tale da far diventare 'insieme
dei cammini un gruppo, che sara un invariante topologico, utile a studiare
gli spazi topologici.

7.1. Cammini.

Lemma 7.1. Siano a e 3 due archi (o cammini) nello spazio topologico X,
tali che a(1) = 3(0), ovvero la fine di o coincide con linizio di 3. Allora é
definito un cammino in X, a*( detto prodotto di o e 3, nel sequente modo:

| a(2t) telo, 2
(o B)(t) = { B2t—1) te i1

Dimostrazione. E un’immediata conseguenza del lemma d’incollamento. [

Definizione 7.1. Due cammini in X, a e 3, si dicono omotopi (come cam-
mini) se sono funzioni omotope relativamente ad A = {0, 1}.
Scriveremo a ~ .

Teorema 7.2. Se ag >~ aq, Py =~ (1 e ag x By € ben definito, allora anche
aq *x B1 € ben definito e aq * 81 =~ g * Bo.

Dimostrazione. Per definizione, due cammini omotopi hanno stesso inizio e
stessa fine. Pertanto aq * (1 € ben definito.

Siano F': ag >~ a1 e G : By ~ [1 le omotopie di cammini. Un’omotopia
di cammini tra ag * Gy e a1 * §1 ¢ data da

[ F(s,2t) telo, 2
H(s,t) = { G(s,2t—1) te |1
H ¢ continua per il lemma d’incollamento. O

Definizione 7.2. Sia @ un cammino in X. Il cammino inverso a ! & definito
da o= (t) = a(l —1t).

L’inizio di a~! & la fine di « e viceversa. Inoltre (a™1)~! = a.
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Teorema 7.3. Se ag =~ a1, allora ay* ~ ay .

Dimostrazione. Se F' : ay ~ a1, allora un’omotopia tra aal e al_l e

H(s,t) = F(s,1—1).
(]

Sia X uno spazio topologico e a un cammino in X. Con (a) denotiamo
la classe di ~-equivalenza di «, ovvero 'insieme di tutti i cammini omotopi
ad a. Poiché cammini omotopi hanno lo stesso inizio e la stessa fine, 'inizio
e la fine di (a) sono ben definiti.

Definizione 7.3. Siano a e § due cammini in X tali che a * § sia ben
definito. Allora definiamo

(@)(8) = (axp).
(@) = (@).

Le definizioni sono ben date grazie ai teoremi appena dimostrati.
Teorema 7.4. Per ogni x € X, sia ey il cammino costante in X: ex(t) =x
per ogni t € 1. Allora

(1) se () ha origine in xg, (eg,){a) = (a);
(2) se (@) ha fine in x1, () (e,) = {(@);

2) se
(3) se (a) ha origine in xg e fine in x1, allora {(a){a)~
4) se

(@) "Ha) = (e, );
(4) se ({()(B))(7) €& definito, allora ({)(B))(7) = (a)({B)(7))-
Dimostrazione. (1) Un’omotopia di cammini tra ez, * a(s) e a(s) e data da

oy s < %
F(s,t) = o <2s+t71> o> 1=t
e 2

IV

(2) Per dimostrare che a * e;, e o sono omotopi, osserviamo che zp € il
punto iniziale di a™! e che (a*ez,) "t = e, xa™! e a™! sono omotopi per
il punto (1). La tesi segue dal teorema 7.3.

(3) Basta dimostrare che ax a~1(s) & omotopo a e, (s) (per I'altra parte,
si scambiano i ruoli di a e @~!. Un’omotopia ¢ data da

T se[o,%]uh_%’l]
F(S,t) = Oé(t—QS) s E [%?5
a(2-2s—t) s€|51-13]

(4) Per dimostrare (a* (3) xy ~ a* (%), scriviamo esplicitamente i due
cammini

a(4s) s € ;0, %ﬁ}
(axf)xv(s) = B(4s—1) se é,g]
v(25s—1) se[5,1]
a(2s) s € ;0, %}
ax(Bxvy)(s) = B(4s—2) se é’ﬂ
v(4s—3) se[2,1]
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Un’omotopia tra i due cammini ¢ data da

a(fﬁ) teds —1,1]
F(s,t) = ¢ Bds—t—1) te[ds—2,4s5—1]

7(4%;2) te0,4s — 2]

O

7.2. 1l gruppo fondamentale. Siamo ora in grado, data una coppia spazio
topologico / punto (X, x), di definire un gruppo di cammini.

Corollario 7.5. Sia X wuno spazio topologico e xo € X. L’insieme delle
classi di ~-equivalenza di cammini con inizio e fine in xg, m (X, xo), forma
un gruppo con le operazioni di prodotto e inverso definite prima. Si chiama
gruppo fondamentale o primo gruppo d’omotopia di (X, x¢).

Dimostrazione. Segue immediatamente dal teorema 7.4. U

Dato uno spazio topologico X qualsiasi e due punti distinti zg # =1 € X,
non possiamo aspettarci che ci siano relazioni tra 71 (X, zg) e m1(X, z1). Ad
esempio se non esiste alcun cammino tra zp e x; (in particolare X non ¢
connesso per archi) c¢’e da immaginare che i due gruppi non abbiano niente
a che fare 'uno con laltro.

Esempio 7.1. Consideriamo X = S'U{(0,0)} c R?. Allora 71 (X, (0,0)) =
{{e(0,0))}, mentre il cammino a(t) = (cos(27t),sin(27t)) & un cammino non
omotopicamente equivalente al cammino costante* in 71 (X, (1,0)).

Se invece X e connesso per archi, le cose cambiano:

Teorema 7.6. Sia X uno spazio topologico connesso per archi, xo,xz1 € X.
Esiste un isomorfismo di gruppi tra m (X, xo) e m (X, x1).

Dimostrazione. O

8. RIVESTIMENTI
9. IL TEOREMA DI SEIFERT- VAN KAMPEN
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ntuitivamente perché, facendo un giro intorno al buco, non puo essere deformato con
continuita in un cammino che non gira intorno al buco. Dimostreremo rigorosamente
questo fatto in seguito



