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ATTENZIONE: NON AGGIORNATO

BREVI COMMENTI ALLE PUBBLICAZIONI

I lavori [1], [7], [10], [15] possono considerarsi a sé stanti. I lavori [3], [8], [5], [9] si basano su un principio generale di confronto fra campi tensoriali definiti in relazione ad una arbitraria connessione e campi tensoriali classici definiti in relazione alla connessione di Levi-Civita. I lavori [11], [13], [14], [16] si basano sullo studio di opportune sottoalgebre dell'algebra dei campi tensoriali di tipo (1,1) di una varietà, generate da insiemi di strutture quasi complesse linearmente indipendenti, verificanti opportune condizioni. I lavori [4], [5], [6], [12] contengono teoremi di rappresentazione per diverse classi di connessioni, alcune ben note in letteratura ma mai rappresentate, ottenuti da opportuni omomorfismi idempotenti. 

I lavori [17], [18], [21] contengono risultati sulle geodetiche con punti di contrazione su varietà di Heinsberg ed, in generale, sulla geometria sub-riemanniana, oltre che fornire un approccio geometrico allo studio di questioni riguardanti le proprietà del tensore del momento energetico e la ricerca di informazioni circa le soluzioni della equazione di Eulero-Lagrange. I lavori [16], [19], [20], [22], sono relativi a teoremi di sub-immersione di CR-varietà.

I lavori [3], [4], [5], [6], [7] sono in collaborazione con A. Vezzani; i lavori [10], [11], [13] sono in collaborazione con S. Donnini; i lavori [17], [18], [21], [22], [24], sono in collaborazione con O. Calin. 

Alcuni dei risultati ottenuti sono stati utilizzati in successivi lavori da G.B. Rizza, F. Tricerri, S. Donnini, A. Vezzani ed altri.

In [1] si studiano, su una varietà quasi complessa (q. c.) V, classi di connessioni dotate di proprietà geometriche (connessioni  di Martinelli, semisimmetriche e J-semisimmetriche, connessioni con il campo J della struttura q. c. parallelo). Condizioni su alcuni notevoli campi tensoriali di V consentono di caratterizzare alcune note classi di connessioni considerate da B. Eckmann, A. Frolicher, E. Martinelli, K. Yano, G.B. Rizza ed altri; in particolare, si prova che il campo J è parallelo in una connessione Λ, se e solo se si annullano su V i campi R(Λ) ed S(Λ). La esistenza su V di particolari classi di connessioni implica che V ammetta una struttura complessa. Si individua la condizione Ā relativa al differenziale covariante del campo della struttura q. c. J rispetto a Λ, che risulterà nel seguito ripresa, con altri risultati, in altri lavori e da numerosi autori (F.Tricerri, G.B. Rizza, A. Vezzani, S. Donnini, ed altri). 

In [2] si ottengono proprietà geometriche delle varietà reali di dimensione pari, dotate simultaneamente di una struttura di Finsler e di una struttura quasi complessa (q. c.). In particolare si fornisce una caratterizzazione geometrica per le strutture di Finsler di tipo quasi hermitiano"(q.h.), (G.B.Rizza, 1962). Partendo da una condizione geometrica che coinvolge la struttura quasi complessa, si individua una nuova classe di strutture di Finsler e si determinano alcuni teoremi simili a quelli che sussistono nel caso della compatibilità fra le due strutture. Si studiano due nuove condizioni, oltre a altre già note, in generale e nel caso in cui le strutture risultino compatibili.

In [3] si generalizzano, con riferimento ad una arbitraria connessione affine, le classiche nozioni di rotore, divergenza e di derivata di Lie del campo J della struttura quasi complessa di una varietà quasi hermitiana V. In relazione ai quattro casi restano individuate quattro classi di connessioni, per le quali le nozioni generalizzate si riducono alle corrispondenti nozioni classiche introdotte mediante la connessione di Levi-Civita. La prima e l'ultima risultano note (connessioni simmetriche e  considerate anche in [1] e [7]) e ulteriormente caratterizzate. Le altre due classi, denotate con D e K,, vengono studiate, caratterizzate in diversi modi e raffrontate con le classi delle connessioni simmetriche, semimetriche, metriche, con la classe L delle connessioni di Levi-Civita generalizzate oltre che con la classe delle connessioni J-semisimmetriche introdotte da F. Tricerri. Si ottengono due nuove caratterizzazioni della connessione di Levi-Civita.

In [4] si stabiliscono teoremi di rappresentazione, su una varietà riemanniana, per le connessioni della classe D, introdotta in [3], e di alcune sue sottoclassi notevoli (connessioni simmetriche, metriche, semisimmetriche, di Levi-Civita generalizzate appartenenti alla classe D). Nelle dimostrazioni dei risultati hanno un ruolo essenziale vari omomorfismi relativi a tensori di tipo (1,2), alcuni noti, altri introdotti qui per la prima volta, che intervengono, nelle formule di rappresentazione, applicati a campi tensoriali di tale tipo, simmetrici o emisimmetrici, ma per altro arbitrari. Ciò fornisce indicazioni sulla esistenza e sulla consistenza quantitativa delle connessioni di ciascuna classe.

Il lavoro [5] è dedicato alle connessioni J-semisimmetriche di una varietà quasi hermitiana. Viene fornita una rappresentazione generale delle connessioni metriche del tipo sopra indicato. Si ottengono vari risultati concernenti i campi di curvatura riemanniana e di Ricci relativi alle connessioni J-semisimmetriche metriche o speciali. La considerazione delle nozioni di divergenza e di rotore per un campo vettoriale, sia nella accezione classica che in quella generalizzata ([3]), permette di individuare condizioni geometriche sotto le quali la nozione classica e quella generalizzata coincidono. Viene infine ottenuta una semplice proprietà caratteristica perché una connessione J-semisimmetrica appartenga ad una classe di connessioni introdotte da P. Enghis.

In [6] si studia la classe delle connessioni a vettore di Einstein (vettore torsione) nullo (classe N), su una varietà reale e su una varietà dotata di struttura quasi complessa (q. c.). Alcune connessioni di N risultano note (connessioni della classe N intervengono, ad esempio, nella teoria unitaria di Einstein); qui si propone uno studio sistematico per le connessioni di tale classe. Su una varietà reale V, si stabiliscono un teorema di rappresentazione ed un teorema di caratterizzazione; due caratterizzazioni di tipo analitico sono poi ottenute se V è riemanniana. Si ottengono teoremi di rappresentazione per le connessioni della classe D, per quelle a campo J parallelo (q. c.) e per le connessioni , di Martinelli, che appartengono ad N. Le ultime tre classi si caratterizzano mediante una condizione che fa intervenire in modo essenziale la struttura q. c. della varietà.

In [7], su una varietà quasi hermitiana (q. h.) V, si studiano le sottoclassi L+, L-, L0, Lm, della classe L delle connessioni di Levi-Civita generalizzate, costituite dalle connessioni appartenenti alle classi e di Martinelli. Esse si caratterizzano entro L, mediante opportune condizioni sul campo tensoriale DJ – D0J cui si perviene per derivazione covariante (rispetto alla connessione considerata e rispetto alla connessione di Levi-Civita) del campo J della struttura quasi complessa di V. Se V è kähleriana, quasi Tachibana o quasi Kōto, altre caratterizzazioni per le classi L+, Lm sono ottenute a partire da condizioni sul campo DJ. L’esistenza di connessioni di L+, Lm,L0, soddisfacenti a particolari condizioni, conduce a caratterizzare, rispetto a connessioni assai più generali della connessione di Levi-Civita e generalizzando noti teoremi, entro le varietà q. h., le varietà kahleriane, quasi Tachibana, quasi Kōto, hermitiane.

In [8] si studiano proprietà di curvatura di una varietà riemanniana V, dotata di una connessione simmetrica  della classe D. Condizioni su  permettono la caratterizzazione degli spazi di Ricci, di Ricci speciali, degli spazi simmetrici e degli spazi di Riemann per i quali la derivata covariante del tensore di Ricci risulta simmetrica. Si mostra che le varietà proiettivamente piatte rispetto a  si possono caratterizzare mediante la trasformazione di curvatura da essa definita; tali varietà sono, tutte e sole, le varietà a connessione affine  per le quali il trasformato di un qualunque campo vettoriale controvariante, mediante la trasformazione di curvatura relativa ad una qualunque giacitura in un qualunque punto della varietà, appartenga sempre alla giacitura considerata.

In [9] si conclude la linea di ricerca iniziata in [3] e sviluppata in [4] e [8]. Si considerano i campi di vettori covarianti per i quali riescono naturali due diverse generalizzazioni per la nozione di divergenza. La prima è legata alla definizione data nel caso controvariante, la seconda è essenzialmente nuova e conduce alla considerazione della classe di connessioni
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, del tutto analoga alla D. Interessanti sono pure la classe 
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 delle connessioni per le quali le due generalizzazioni coincidono e quella Δ= D∩
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 delle connessioni che conservano la divergenza di un qualunque campo vettoriale, sia nella forma controvariante che covariante e, nel secondo caso, indipendentemente dal tipo di generalizzazione scelta. Tali classi, contenenti note classi di connessioni per le quali si forniscono varie caratterizzazioni oltre che forme generali di rappresentazione, si collegano con le classi delle connessioni semi-metriche (metriche), semisimmetriche (simmetriche), di H. Weyl e di Levi-Civita generalizzate. 

In [10] si perviene, su una varietà riemanniana dotata di un campo di vettori parallelo ad un teorema del tipo di Schur. La classica asserzione di Schur viene qui generalizzata con riguardo ad una connessione Λ, semimetrica e semisimmetrica, relativa al campo u esistente sulla varietà V. Nell'ipotesi di isotropia rispetto a Λ la curvatura sezionale c si annulla su V, cioè V è Λ-piatta. La stessa ipotesi dà interessanti riflessi sulla struttura riemanniana di V: V risulta localmente simmetrica in ogni suo punto e la curvatura scalare 
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 è espressa su V da una costante non negativa. Una formula elegante sussiste per la curvatura sezionale c0 relativa alla connessione riemanniana. Da essa, in particolare, appare che c0 è compresa tra 0 e ¼.

In [11], nel contesto delle varietà dotate simultaneamente di più strutture quasi complesse (q. c.) linearmente indipendenti (l. i.), si esamina la sottoalgebra A dell'algebra dei campi di tipo (1,1) definiti su una varietà M di dimensione pari, generata dalla terna di strutture q. c. costituenti una struttura di tipo (V) secondo H. Wakakuwa. dimA può assumere i soli valori 6 o 8; in corrispondenza, A è isomorfa alle algebre 
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. Le strutture q. c. e quasi prodotto di M vengono individuate ed espresse in funzione delle tre strutture q. c. costituenti la struttura di tipo (V) generante A: si individua il numero massimo di tali tipi di strutture l. i. e si mostra in quanti modi la varietà M possa essere vista come varietà q. c.-prodotto di 1° o 2° tipo. A partire dalle due dimensioni ammissibili per A si introduce una classificazione per le strutture di tipo (V) (strutture di tipo (V) di prima e di seconda specie): esse sono caratterizzate mediante condizioni non lineari sulle strutture q. c. che le costituiscono e collegate con la dimensione dell'insieme delle strutture q. c. di una varietà. Se tale dimensione risulta, su M, 3, le uniche strutture di tipo (V) ammissibili su M sono di prima specie: ciò precisa un noto risultato su tale questione.

In [12] si stabilisce una condizione necessaria e sufficiente per la esistenza sulla varietà M, oltre che una forma generale di rappresentazione locale espressa mediante opportuni endomorfismi di 
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, di connessioni lineari quasi complesse rispetto ad una struttura del tipo considerato in [11]. Si prova, inoltre, l’esistenza di una metrica hermitiana rispetto alla struttura di tipo (V), in sintonia con l'analogo problema già risolto da altri autori nel caso di strutture di tipo (III). Alcune osservazioni precisano il comportamento delle connessioni individuate nei riguardi di tutte le strutture quasi complesse di M appartenenti alla sottoalgebra generata da quelle che costituiscono la struttura di tipo (V) e, nel caso in cui la dimensione dell'insieme delle strutture quasi complesse di M sia determinata dalla struttura di tipo (V), di tutte le strutture quasi complesse di M.

In [13], proseguendo nella linea di ricerca iniziata in [11], si considera il caso della sottoalgebra A dell'algebra 
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 d’una varietà V, generata da tre strutture quasi complesse costituenti una struttura di tipo (VI). Dapprima si mostra come la sottoalgebra A possa ottenersi a partire da due strutture quasi complesse soddisfacenti ad opportune condizioni, e si riconosce che A risulta essere di dimensione 6. Si stabilisce quindi a quali algebre di dimensione 6 possa risultare isomorfa la sottoalgebra A, al variare di un parametro reale  che interviene nella condizione caratteristica di tali tipi di strutture. Anche qui vengono forniti risultati relativi alle strutture quasi complesse, quasi prodotto, quasi tangenti determinate su V da una struttura di tipo (VI). 

In [14], che s’inquadra nell'indirizzo di ricerca aperto da F. Tricerri dedicato alle varietà dotate di due strutture quasi complesse (q. c.) linearmente indipendenti (l. i.) e sviluppato in [11] e [13], si considera un'ampia classe di tale tipo di varietà, chiamate varietà DM, definita mediante una condizione analitica introdotta in [13]. Rientrano in tale classe le varietà di tipo (VI) studiate in [13] e quelle considerate nel 1975 da F. Tricerri, qui chiamate varietà DM speciali. Lo studio delle varietà DM si effettua considerando l'algebra A (J1 ,J2 ) generata dalle due strutture q. c. J1 e J2: la dimensione consente di caratterizzare, entro le DM, le varietà DM speciali, mentre lo studio della sua struttura conduce ad una classificazione delle varietà DM non speciali. Si determinano tutte le strutture quasi tangenti, quasi prodotto, q. c., ed il massimo numero di tali strutture l. i., che esistono sulle varietà DM non speciali. Analoghi risultati si determinano per le DM speciali. 

In [15], che è un Quaderno del Dipartimento di Matematica, viene considerata la classe delle varietà quasi hermitiane per le quali sussista, in ogni punto, la identità (*) del tipo di quella di Bianchi, apparsa in recenti lavori. La classe, assai generale, contiene, in particolare, la classe delle varietà parakahleriane e quindi le varietà kahleriane. Scopo del lavoro è fornire, invertendo alcuni teoremi determinati su tale classe di varietà, caratterizzazioni in funzione della curvatura bisezionale, per le varietà quasi hermitiane per le quali sussista la (*) e per le varietà kahleriane. 

In [16], che è un Quaderno del Dipartimento di Matematica, alcuni risultati ottenuti in [13] e [14], permettono di pervenire ad un teorema di non esistenza di strutture di tipo (VI) su una varietà differenziabile avente dimensione dell'insieme delle strutture quasi complesse uguale a 3, in difformità con un ben noto teorema (H.Wakakuwa, On linearly independent almost complex structures in a differentiable manifold, Tohoku Math.. J.(X)13(1961),393-422- Theorem 6.1).

In [17], che si inquadra nello studio delle CR-Varietà di una varietà Kahleriana introdotte da A. Bejancu, ci si rifà ad alcune recenti determinazioni di S. Kobayashi che evidenziano la somiglianza, in termini di distribuzione, fra lo spazio totale di una sub-immersione riemanniana e una CR-Varietà. Nel lavoro, che è un Quaderno del Dipartimento di Matematica, si estende il risultato di S. Kobayashi al caso generale di una CR-varietà. Si studia, inoltre, una sub-immersione riemanniana di una ipersuperficie di una varietà Kahler-Einstein su una varietà quasi hermitiana.

In [18], che rientra nel contesto della geometria differenziale sub-riemanniana, si considerano le geodetiche di una varietà di Heisenberg (una generalizzazione del gruppo di Heinsberg) in R3. Si tratta di curve, che derivano dalle usuali geodetiche e interpretabili fisicamente come traiettorie di particelle libere che minimizzano lo spreco energetico, ad esse non olonome, fatto che fisicamente corrisponde all’ingerenza di una forza esterna agente sulla particella a modificarne la traiettoria che risulta sottoposta a “vincoli”. Alle prime, in un contesto riemmanniano, corrispondono, in un contesto sub-riemanniano ed in particolare sulle varietà citate, le seconde. La struttura di varietà di Heisenberg viene utilizzata per fornire una descrizione qualitativa delle geodetiche sottoposte a vincoli non olonomi, aggirando le difficoltà legate alla estremizzazione di lagrangiani complicati dal ricordato vincolo. Inoltre, nella seconda parte, si ottengono risultati con riferimento ad un lagrangiano dipendente da una uno-forma non olonoma, scelta in modo tale da individuare una geodetica con riferimento ad una opportuna metrica. 

In [19], si riprende la tematica ed i risultati di [17] e si dimostra, inoltre, che nel caso della sub-immersione di una ipersuperficie di una varietà di Kahler-Einstein su una varietà quasi hermitiana, la varietà base è una varietà Kahler-Einstein. Si fornisce un esempio standard di sub-immersione del tipo indicato. In particolare se la varietà di Kahler-Enstein è Cn+1, l’esempio citato è la fibrazione di Hopf  S2n+1( CPn , con riferimento alle metriche canoniche.

Il lavoro, depositato presso la Prefettura e la Procura della repubblica, ai sensi dell’art. 1 del decreto legislativo luogotenenziale 31 agosto 1945, n. 660 ((all. nn. (417[19])4 e (417[19])7), stato accettato per la pubblicazione, come da comunicazione che si allega (all. n.(417[19])10), dalla rivista International Journal Mathematics and Matematical Sciences.

In [20], i risultati e le problematiche abbozzate in [18], sono riprese e completate; in particolare si propone un modello di varietà del tipo considerato. 

Il lavoro, depositato presso la Prefettura e la Procura della repubblica, ai sensi dell’art. 1 del decreto legislativo luogotenenziale 31 agosto 1945, n. 660 ( all. n. (418[20])5), è stato inviato per la pubblicazione alla rivista Results in Mathematics. Si sta provvedendo all’aggiornamento del testo in base alle positive indicazioni del referee ( all. n. (418[20])11).

In [21], che è un Quaderno del Dipartimento di Matematica, sempre nel contesto delle geometrie sub-riemanniane si individua una formula invariante per l’equazione di Eulero-Lagrange associata alle geodetiche di tale geometria. Si introducono e si studiano le nozioni di curvatura orizzontale e di connessione orizzontale; quest’ultima risulta lineare e metrica. In particolare, nella geometria sub-riemanniana si prova che la curvatura risulta coincidente con la accelerazione della geodetica e che, analogamente a quanto si verifica nella geometria riemanniana, la velocità riesce costante rispetto alla metrica sub-riemanniana.

In [22], i risultati ottenuti in [21] si completano con un paragrafo (paragrafo n. 5) dedicato a modelli di geometrie subriemanniane del tipo utilizzato nei paragrafi che lo precedono.

Il lavoro, depositato presso la Prefettura e la Procura della repubblica di Parma, ai sensi dell’art. 1 del decreto legislativo luogotenenziale 31 agosto 1945, n. 660 (all. nn. (419[22])6 e (419[22])9), è stato accettato per la pubblicazione, come da comunicazione che si allega ( all. n (419[22])12), dal Balcan Journal of Geometry and Its Application (vol. 8, 2003).

In [23] si illustrano, con commenti e con alcune congetture, i risultati di [19].

In [24], si propone un approccio di tipo geometrico alla trattazione di alcune equazioni differenziali alle derivate parziali alle quali si perviene come equazioni di Eulero-Lagrange da certuni Lagrangiani. Riesce infatti possibile associare il tensore del momento energetico a tali Lagrangiani soddisfacenti ad alcune proprietà di tipo conservativo. 

Il lavoro, depositato presso la Prefettura e la Procura della repubblica di Parma, ai sensi dell’art. 1 del decreto legislativo luogotenenziale 31 agosto 1945, n. 660 ,(all. nn. all. (4[24])15 e (4[24])16 ), è stato inviato per la pubblicazione alla rivista Publicationes Mathematicae.
In [25], che è un Quaderno del Dipartimento di Matematica, si propone un primo teorema relativo a subimmersioni riemanniane di una QR-ipersuperficie di una varietà Kaehleriana quaternionale su una varietà quasi Hermitiana quaternionale. Si prova, similmente a quanto ottenuto in [19], che la varietà base della subimmersione è una varietà Kaehleriana quaternionale. 

Parma, 31-10-2002

                                                                                                 Vittorio Mangione

_1068227205.unknown

_1093013517.unknown

_1097073555.unknown

_1068229986.unknown

_1068266990.unknown

_1068228822.unknown

_1068226245.unknown

